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On a marqué d’une étoile (*) les articles qui ne sont pas d’une 
importance immédiate, et que l’on pourra omettre à une pre- 
mière lecture. 

Les numéros placés entre parenthèses indiquent qu’il faut 
toujours se reporter aux articles correspondants. Par exemple, 
dans la ligne 19 de la page 17, le’ signe (36) marque un renvoi 
au théorème énoncé au numéro 36, et rappelle ainsi au lecteur 
que par un point pris sur une droite on peut toujours lu élever 
une perpendiculaire, mais qu'on ne peut lui en élever qu'une 
seule d’un même côté. 

De même le signe (G., 4h8), que l’on trouve à la seconde 
ligne de la page 384, renvoie le lecteur au numéro 448 de la 
Géométrie, et lui rappelle ainsi que la projection d’une ligne 
droite sur un plan est une ligne droite. 
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LEÇONS DE GÉOMÉTRIE. 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


À. « J'AVANCE mon bras dans l'obscurité, dit M. Bio 
« dans son estimable traité de physique; il rencontre 
«un obstacle qui l'empêche de s'étendre; ma main, 
« promenée sur cet obstacle, trouve qu'il est limité, 
« qu'il finit à certains Miroirs commence à d’autres, 
« et qu'autour de lui l’espace est libre : jen conclus 
« que cet obstacle existe, ou parait exister hors de moi, 
« dans une certaine portion de l’espace de laquelle 
« son existence mexclut; d'après cela je l'appelle wz 
« corps. Le premier de ces phénomènes, la /ämitation, 
«est le caractère de l'étendue figuree, c’est-à-dire 
« douée d’une forme. Le second, l’exclusion des autres 
« corps, est le caractère que l’on désigne par le nom 
« d'impénétrabiliüté. » L'étendue et limpénétrabilité, 
voilà les deux propriétés essentielles de la matière. Or 
il est possible , sinon de réaliser, au moins de conce- 
woir des portions de l’espace qui seraient terminées de 
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tonte part, sans être pour cela impénétrables : c’est là 
précisément ce que nous ferons dans tout le cours de 
cet ouvrage. Ainsi 472 CORPS Le sert, Pour nous, 
qu'une portion de l'espace indéfini, PÉNÉTRABLE, 
DIVISIBLE ET FIGURÉE. Cette portion de l’espace a tou- 
jours trois dimensions : longueur, largeur et epais- 
seur, Cette dernière prend quelquefois le nom de kau- 
teur où de profondeur. 

2. Les limites des corps s'appellent surraces. Les 
surfaces sont étendues en longueur et en largeur seu- 
lement. 

9. Lorsque deux surfaces se rencontrent, leur in- 
tersection est leur limite commune, et on l'appelle 
ligne. Ainsi les menes sont les limites des surfaces. 
Elles ne sont étendues qu’en longueur.  - 

4. Lorsque deux lignes se rencontrent, leur inter- 
section est leur limite commune, et on l’appelle porne. 
Donc les points sont les limites des lignes. Le point 
n'a pas d'étendue. 

9. Un corps ne saurait exister sans réunir les trois 
dimensions de l'étendue. Aïnsi les surfaces, les lignes 
et les points n'existent pas indépendamment du corps, 
de la surface, ou de la ligne auxquels ils servent res- 
pectivement de limites; cependant nous pouvons très- 
bien, par une abstraction de notre esprit, les consi- 
dérer isolément. Quand on se propose, -par exemple, 
de mesurer la profondeur d’un réservoir, on ne s’oc- 
cupe nullement de sa longueur et de sa largeur; tandis 
que si l’on veut en évaluer la surface, c'est de la pro- 
fondeur au contraire qu'il n’est plus question. Mais on 
sent que si l’on a besoin de connaître la quantité d’eau 
contenue dans ce réservoir, on devra avoir égard à la 
fois à ses trois dimensions. En conséquence, nous étu- 
dierons successivement les propriétés des lignes, des 
surfaces et des corps considérés relativement à leur 
étendue, et nous apprendrons à les mesurer. Tel est 
l’objet et la division naturelle de la géométrie. Nous 
définirons donc LA GÉOMÉTRIE we science qui a pour 
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objet Pétude des propriètés de l'étendue et la mesure 
de cette étendue. | 

6. On distingue trois sortes de lignes : la droite, la 
brisée et la courbe. 

7. 1l n’est personne qui ne sache très-bien ce que 
c’est qu’une ligne droite : l’'arête d’une règle bien dres- 
sée nous en offre un exemple. Tout le monde sait en- 
core que la ligne drotte est le plus court chemin pour 
aller d’un point à un autre, et qu'en conséquence, 
entre deux points donnes on ne peut tirer qu’une ligne 
droite. Ce sont là des idées que nous acquérons dès 
notre enfance, et sur lesquelles tous les hommes sont 
d'accord. 

8. Il suit de là 4° que deux droites distinctes ne 
peuvent avoir qu'un seul point commun ; 

2° Que la ligne droite, qui joint deux points, étant 
le plus court chemin pour aller de lun à l’autre, ess la 
mesure naturelle de la distance de ces deux points. 
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9. Deux droites qui ont deux points communs 
coincident dans toute leur étendue (*). 

Soient en effet ZX et Z’X' deux lignes droites, et Fig. 1. 
supposons que l’on porte la seconde sur la première, 
en plaçant les points A” et B° respectivement sur les 
points A et B. D'abord il est clair que les deux droites 
coïincideront parfaitement dans l'intervalle de A à B(7); 
mais en sera-t-il de même au delà de ces points? Sup- 
_posons qu'elles se séparent en C, de sorte que A’X' 
prenne la position A BCY, et faisons tourner cette 
dernière autour de À, de manière à amener un quel- 
conque Ÿ de ses points sur la première droite. Il est 
évident que tous les points de AB Y, à l'exception de A, 
auront participé à son mouvement, et qu'ainsi tous 


(:) Il y a des lignes droites de toute grandeur, car on peut 
supposer aussi éloignés qu’on le voudra les deux points dont 
une pareille ligne mesure la distance. 


Fig. 2. 
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ceuxade ses points qui se trouvaient sur ABX s’en 
seront détachés. Nous aurons donc ainsi deux droites 
distinctes de À en X , ce qui est absurde : donc il était 
parcillement absurde de supposer que les deux droites 
pussent se séparer; donc elles coïncident entièrement. 

A0. Cororraire 1. Deux points donnés déter- 
minent la position d’une droite : car on peut évidem- 
ment tirer une ligne droite par ces deux points (7), 
et nous venons de voir qu'on ne peut en faire passer 
qu'une. 

A1. Cororraime 11. Lorsque l’on fait coïncider une 
ligne droite finie AB avec une portiou d’une ligne 
droite indéfinie ZABX, on peut regarder les parties 
AZ et BX de celle-ci comme les prolongements de 
l’autre. 

A9. Une ligne BRISÉE esé U12 assemblage de lignes 
droïtes consécutives que l’on appelle ses cotes. 

A3. Une ligne courbe est une ligne qui n’est ni 
droite ni composée de lignes droites. 

ACDB est une ligne brisée, et AMB est une ligne 
courbe. 

44. Il est évident que l'on peut mener d’un point 
a un autre une infinité de lignes courbes ou brisées. 

45. 1l suit des déEnitione éme point et de la 
ligne (3 et À) que l’on peut regarder une ligne comme 
engendrée par le mouvement d'un point, di une sur— 
face par le mouvement d’une ligne. | 

46. De même qu'il y a des lignes droites et des li- 
ones courbes, de même il y a aussi des surfaces planes 
ct des surfaces courbes. 

LA SURFACE PLANE Où LE PLAN est une surface 
telle, que, si l’on joint deux quelconques deses points 
par une ligne droite, cette droite est tout entière sur 
la surface. X suit de là que, pour vérifier si une por- 
tion de surface est plane, il n’y a qu'à lui appliquer 
l’arête d’une règle bien dressée, et voir si, dans cha- 
que position, la règle coïncide exactement avec Îa 
surface. 
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47. Une surface courbe est celle qui n’est ni plane 
ni composée de surfaces planes. 


Taéorème IT. 


"48. Trois points qui ne sont pas situés en lign 
droite DÉTERMINENT un plan, c’est-à-dire qu’on ne 
toujours faire passer un plan par ces trois points, 
mais qu'on ne peut en faire passer qu'un. 

Soient À,B, C ces trois points. Joignons-en deux Fig, 3. 
quelconques, À et B, par exemple, par une ligne droite. 
On pourra évidemment (46) faire passer un plan par 
la droite A B, et si l’on conçoit que ce plan tourne au- 
tour de cette droite, il viendra bientôt s'appuyer sur le 
point C : donc déjà on peut faire passer un plan par 
les trois points A, B, C. 

Je dis maintenant que l’on n’en pourra faire passer 
qu'un seul. Supposons , en effet, que l’on puisse mener 
un second plan par les trois points A,B,C, et joi- 
gnons À C. Il suit de la définition du plan que ‘les deux 
droites indéfinies A B et AC seront tout entières dans 
chacun des deux plans. Cela posé, tirons une ligne 
droite MN par un point quelconque M du second plan 
ct un point quelconque N de AG, qui soit situé de 
l’autre côté de A B par rapport au point M; cette droite 
M N-coupera nécessairement AB; donc elle aura deux 
points dans chaque plan, et par conséquent elle y sera 
tout entière. Donc tout point M du second plan est en 
même temps dans le premier; donc ces deux plans 
coincident; donc trois points non en ligne droite dé- 
terminent un plan. 


TaéorèME Ill. 


49. Deux droites, AB et QD qui se coupent, DÉ- Fig, 4. 
TERMINENT Zn plan. 

Marquons, en effet, les ni points B et D sur les 
droites A Bet CD. Il sera toujours possible de faire 
passer un plan par les trois points B, O, D qui ne sont 
pas en ligne droite, et ce plan contiendra les droites A B 
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et CD : car chacune aura deux points dans ce plan; de 
plus, on n’en fera passer qu'un seul, sans quoi deux 
plans pourraient avoir les trois points communs B, 
O, D sans coïncider. Donc par deux droites qui se 
coupent on peut faire passer un plan, et l’on ne peut 
en faire passer qu’un : donc deux pareilles droites dé- 
terminent un plan. 


THÉORÈME IV. 


20. L’intersection de deux plans est une ligne 
droite , et celle de trois plans est un point. 

4° D'abord l: intersection de deux plans est une ligne 
droite; car si l’on pouvait trouver sur cetle intersec- 
tion trois points qui ne fussent pas en ligne droite, 
les deux plans dont il s’agit, passant chacun par ces 
trois points, coïncideraient (18), ce qui est contre 
l'hypothèse. 

2° L’intersection de trois plans, n'étant évidem- 
ment que l'intersection de l’un d’eux avec la droite sui- 
vant laquelle les deux autres se coupent, sera par con- 
séquent un point. 

24. On ne considère dans la géométrie élémentaire 
qu’une seule espèce de ligne courbe, {a circonference 
du cercle. On appelle ainsi ane ligne dont ious les 
points sont sites sur un méme plan, et également 
éloignés d’un autre point pris dans ce plan. C e point 

Fig. 5, se nomme le cEeNTRE. ABCD est une circonférence dont 
O est le centre. Les lignes qui, comme OA, vont du 
centre à la circonférence, se nomment rayons. Il est 
visible que tous les rayons sont égaux, puisqu'ils me- 
surent les distances du centre aux différents points de 
la circonférence (8, 2°). 

On appelle diamètre une droite qui, passant par le 
centre, va se terminer à la circonférence. Un diamètre 
est détfo la somme de deux rayons, et ainsi £ous les 
diamètres sont egaux. 

Une partie quelconque de la circonférence se nomme 
arc ; ainsi AB,BC...... sont des arcs. 
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La partie du plan enveloppee par la circonférence 
est LE CERCLE. 

99. Il est clair que l'on décrira une circonférence 
en fixant sur un plan une des pointes d’un compas 
ouvert, et en faisant tourner l’autre pointe autour de 
la première, de manière qu’elle ne quitte pas le plan. 

Remarquons que l'empreinte laissée sur le plan par 
la pointe mobile n’est pas rigoureusement une ligne :car 
elle a nécessairement de la largeur; mais aussi qu’elle 
en différera d'autant moins que cette pointe sera plus 
fine. La pointe à tracer devra donc étre aussi aiguë 
qu'il sera possible. 


8 LECONS DE GÉOMÉTRIE. 


LIVRE PREMIER.‘ 
DES LIGNES. 


Re CR 


CHAPITRE PREMIER. 
DE LA LIGNE DROITE. 


SE. De la mesure des lignes droites. 


PROBLÈME I. 


93. Mesurer une droite donnee. | 

Mesurer une ligne droite, c’est chercher le rapport 
de cette droite à une autre que l’on est convenu de 
prendre pour unité. Or si cette unité est contenue un 
nombre exact de fois dans la droite à mesurer, ce nom- 
bre est la mesure demandée; mais lorsqu'il n’en est 
pas ainsi, il faut chercher s’il n’y a pas une certaine 
longueur qui, étant contenue exactement dans l’unité 
linéaire et dans la droite donnée, soit par conséquent 
la commune mesure de toutes deux. Si l’on trouve, 
par exemple, que la droite donnée et l'unité linéaire 
contiennent respectivement 45 fois et 7 fois une même 
longueur, on en conclura que cette longueur est /e 
septième de l'unité linéaire, et qu’ainsi la droite à me- 
surer vaut quinze fois le septième de cette unité, c’est- 
à-dire qu’elle en est les 2. Donc /a mesure demandée 
est exprimée par une fraction dont les deux termes 
sont les nombres de mesures communes contenues 
dans les deux droites que l’on a comparées. Quoi- 
que cette fraction ne soit pas assignable numérique- 
ment, lorsque la droite proposée est incommensurable 
avec l’unité, elle n’en existe pas moins, et nous ver- 
rons, dans un instant, que l’on peut, sinon l'obtenir 


(5) Dans les cinq premiers Livres de cet ouvrage, nous sup- 
poserons toutes les figures tracées sur un même plan. 


DE LA LIGNE DROITE. 9 


exactement, du moins en approcher d'aussi près que 
l’on veut. 

9%. La détermination de la mesure d’une droite est Fig. 6. 
donc ramenée à la solution de ce problème : Deux 
droites AB et CD étant données, trouver leur com- 
mune mesure si elles en ont une. 

Si l’on raisonne sur les deux droites données comme 
on l’a fait dans l'arithmétique, quand il s’est agi de 
trouver le plus grand commun diviseur de deux nom- 
bres, on sera conduit à porter la plus petite CD sur 
la plus grande AB, autant de fois que la chose sera 
possible , et l’on trouvera qu’elle y est contenue deux 
fois de À en F avec un reste FB; de sorte que 


ABICD 4 FEB % [A], 


ce qui montre que CD n’est pas la commune mesure 
demandée. Mais on verra encore, comme dans larith- 
métique, que la plus grande commune mesure des 
droites À B et CD est la même que celle de CD et de FB. 
Je porte donc FB sur CD, et je trouve qu’elle y est con- 
tenue trois fois de C en G, avec un reste GD : donc 


GR -HFB L'AD,, 3... 4. (01 


Je porte maintenant GD sur FB :elle y est comprise 
une fois, avec un reste I B : donc 


DS CTD-IRL A. 00 [oh 


Enfin, en portant IB sur GD, on trouvera qu'elle y est 
contenue trois fois exactement, et qu'ainsi 


GD=—31IB. 


IB est donc la plus grande commune mesure des 
droites AB et CD. 

Concluons de là que, pour trouver la plus grande 
commune mesure de deux droites, il faut leur appli- 
quer la methode donnee en arithmétique pour trouver 
de plus grand commun diviseur de deux nombres. 
En conséquence on est convenu d'appeler guotient in- 
complet le nombre entier qui indique combien de fois 
un reste quelconque est contenu dans le précédent. 
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95. Maintenant que nous connaissons la commune 
mesure des droites AB et CD, il faut, pour évaluer 
leur rapport, déterminer combien de fois chacune 
d’elles contient 1B. Or l'équation [3] nous montre que, 
comme GD—31IB, FB vaudra 31B +1IB—4IB. En 
remontant de même aux équations [2] et [1], on trou- 
vera d’abord que CD vaut d’une part trois fois 4AIB 
ou 121B, et de l’autre 31B, ce qui fait 151B; en- 
suite que AB contient deux fois 151B ou 301B, et. 
encore 4IB, c’est-à-dire 34I1B. Donc, puisque da 
commune mesure [B est contenue trente-quatre fois 
dans AB et quinze fois dans CD, on en conclut que le 
rapport de ces deux droites est $£, et que par consé= 
quent, si CD est l'unité linéaire, cette fraction ## est 
la mesure ou /4 longueur de AB. 

26. Nous appellerons désormais LONGUEUR D’UNE 
LIGNE le rapport de cette ligne à l’unité linéaire. 

27. Remarquons que cette fraction ?# est néces- 
sairement irréductible, sans quoi IB ne serait pas la plus 
grande commune mesure des droites AB et CD. On voit 
en effet que si l’on avait trouvé, par exemple, AB— 
351B, auquel cas le rapport de AB à CD serait 35, 
fraction dont les deux termes sont divisibles par 5, ces 
deux droites auraient 5 [1B pour commune mesure : car 
alors AB et CD vaudraient respectivement 7 fois et 
3 fois 5IB. 

28. Lorsque deux droites À et B sont commensura- 
bles, l'opération du n° 24 se termine nécessairement : 
car si p et g indiquent combien de fois elles contien- 
nent cette commune mesure K,on a A=pKetB—9K, 
de sorte que l'opération dont il s’agit ne diffère pas 
de celle qu'il faudrait exécuter sur les nombres p et q 
pour déterminer leur plus grand commun diviseur, et 
celle-ci n’exige qu'un nombre fini de divisions. 

29. Si au contraire les droites À et B sont incom- 
mensurables, l'opération ne peut pas se terminer (*) : car 


(*) Observons qu’il n’en sera jamais ainsi dans la pratique : 
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si l’on pouvait trouver un reste qui füt contenu exacte- 
ment dans le précédent, ce reste serait une commune 
mesure des droites A et B. 

Quelle idée faut-il alors se faire du rapport de ces 
droites ? Supposons qu’en négligeant un reste quelcon- 
que on regarde le précédent, que je désignerai par K, 
comme la commune mesure des deux droites À et B, et 
admettons que ces droites contiennent p fois et g fois 
la droite K avec des restes respectifs « et $ moindres 
que K. On aura A—a—pK et B—f6—g9K: doncle 
A —0 
He 
tités variables qui sont d’autant plus petites que le reste 
K , auquel on s’est arrêté, est lui-même plus petit, et 
qui ont par conséquent zéro pour (arith. 209) li- 


rapport est égal à Z. Or x. et B sont deux quan- 


ue À — « 
mite ( ); donc le rapport Ti tend vers une certaine 


limite, et comme ses deux termes convergent respecti- 
vement vers À et B, cette limite est ce qu'on appelle 
le rapport de A à B. Donc LE RAPPORT DE DEUX GRAN- 
DEURS INCOMMENSURABLES est la limite vers laquelle 
tendent les rapports successifs que l’on obtient, lors- 
qu'on remplace ces grandeurs par des quantités com- 
mensurables qui en approchent indéfiniment (*). 


car on arrivera bientôt à un reste qui échappera aux sens par 
sa petitesse. 

(*) On ne saurait douter que les quantités « et 8 n’aient zéro 
pour limite : car, si l’on considère trois restes consécutifs quel- 
conques R, R’, R”’, on a R'©>R”. Mais R vaut au moins R’ + 
R" : donc il est plus grand que 2 R’; donc un reste quelconque 
est moindre que la moitié du reste antéprécédent ; donc le 2°, 
le 4, le 6°... restes sont respectivement plus petits que +, 
2,4... de la plus petite droite B, donc après un nombre 
suffisant d'opérations on arrivera à un reste K moindre que 
toute droite donnée (arith. 303). Mais & et 8 sont plus petites 
que K : donc ces quantités ont bien zéro pour limite, 

(2) On peut arriver d’une manière plus directe, mais moins 
naturelle, à l’idée que l’on doit se former du rapport de deux 
grandeurs incommensurables À et B. Supposons, en effet, 
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Ainsi, quand les droites A et B seront commensura- 
bles, on calculera exactement leur rapport, mais quand 
elles seront incommensurables, on ne pourra l'obtenir 
qu'avec approximation; cette approximation sera d’ail- 
leurs aussi grande que l’on voudra, puisqu'il s'agira 
pour cela de s'arrêter à un reste suffisamment petit. 

*50. Désignons par 9, g',g".… les quotients, et 
par R,R',R".….. les restes successifs quel’on a trouvés 
en cherchant la commune mesure des droites A et B, 


on aura d’abord: 
A q B+R, 


NS . 3 À 
d’où lon voit que le rapport — sera la somme des rap- 


B S'OMET 2: 
ports . et =, c'est-à-dire qu'il est égal au quotient g 


augmenté du rapport + mais ce dernier est égal à 
l'unité divisée par ce rapport renversé, c’est-à-dire par le 
rapporte : donc k ; 

= 9 + ges [A], 


R 
On aura ensuite les égalités 
B=—39'R+R, 
À én g' R'+ Re 
etc. 


qu'ayant partagé l’une de ces grandeurs, B, par exemple, en 
un certain nombre g de parties égales, on cherche combien de 
fois A contient une de ces parties; on trouvera pour quotient un 
certain nombre p et un reste & plus petit que cette même partie 


de B, de sorte que le rapport de (A—«) à B sera égal à Le : lerap- 


P ° L . 
port — variera avec le nombre des divisions de B, et « tendra 


vers Zéro, à mesure que ce nombre deviendra plus grand; donc 


ri A — 
la limite de(A— «) est À, et le rapport ñ # _ l_tend vers une 


certaine limite, qui est ce qu’on appelle le rapport des deux 
quantités incommensurables À et B; donc LE RAPPORT DE DEUX 
CRANDEURS INCOMMENSURABLES, €tcC. 
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desquelles on tirera , comme tout à l'heure, 


B 1 6 

Reg He [2], 
R' 

R 1 

pd Has [3], 
R” 

etc, 


= A B . : 
Substituant, dans [1], à sa valeur [2]; puis, dans 


5j , « R ° 0 
l'expression résultante, à —; sa valeur [3], et ainsi de 


R' 
suite, on trouvera en a - 
= 
——= q LE 
7 + g' + HAS 


Une de expression se nommeune fraction Con- 
tinue ; de sorte qu UNE FRACTION CONTINUE est une exX- 
pression composée d’un nombre entier, qui peut étre 
nul, augmenté d’une fraction qui a pour numeérateur 
l'unité, et pour dénominateur un nombre entier, aug 
mente d’une fraction quia pour numerateur l° unité, el 
pour dénominateur un nombre entier augmente, etc. 

On voit donc que, pour développer le rapport de 
deux quantités quelconques en fraction continue, ü 
faut exécuter les opérations necessaires pour obtenir 
leur plus grande commune mesure , el ajouter ensuile 
au premier quottent incomplet une fraction ayant 
pour numérateur l’unite, et pour dénominateur le se- 
cond quotient incomplet , augmenté d’une fraction 
ayant pour numeérateur l’unite, et pour dénominateur 
le troisième quotient incomplet augmente, elc. 

Il suit de là que Ze développement d’une quantité 
commensurable en fraction continue se termine ne- 
cessairement. Ainsi, dans l'exemple du n° 24, le rap- 
port des deux droites AB et CD a pour expression la 
fraction continue : 


Fig. 7. 
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La fraction ordinaire équivalente à a une portion de 
la fraction continue totale prise à partir de l’origine 
de cette fraction, a reçu le nom de RÉDUITE ou de 
FRACTION CONVERGENTE, 

Soit la fraction continue 


T4 


et proposons-nous de former ses diverses réduites. 
La première est 2 ; la seconde est la valeur de 2 +3 ds 
La troisième est la valeur de 2 + À rs .Or3 +5 


SA 


1216 
donc + ne do . =, etpar conséquent notre te 


estégale à 2 + 4 — 2. 


La quatrième réduite est la valeur même de la fraction 
continue totale. Or 4 + 4 — 2; donc? AR 35 — 25; 


2525) 
6 6 
81 
par suite DE donc 
4 PNA ne 
ANT LR ere et par conséquent la fraction con- 
3 _ 81 TE 
T4 HÉ 25 
25 187 
tinue est égale à 2 + —TÈT. 


Il suit de là que Ze developpement d’une quantité 
incommensurable en fraction continue ne peut pas se 
terminer , sans quoi, en formant toutes les réduites, on 
trouverait une grandeur commensurable, pour valeur 
de cette quantité incommensurable. 

On voit ainsi que les fractions trouvées, en regar- 
dant successivement chaque reste comme la commune 
mesure des droites A et B, sont précisément les fractions 
convergentes de cette fraction continue, de sorte que 


À s 
la valeur obtenue pour le rapport > en s’arrêtant à 
un certain reste, est effectivement d'autant plus ap- 
prochée que l’on aura poussé l'opération plus loin. 
THÉORÈME I. 


O1. Si deux lignes brisées ABC et AOC, compo- 
sées chacune de deux lignes droites, se terminent 
aux mêmes points À et C, et que l’une enveloppe 
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l'autre (*), laspremière sera plus grande que la 
seconde. | 

Prolongeons en effet AO jusqu'à sa rencontre en D 
avec BC, le point D sera situé entre B et C, puisque 
ABC enveloppe AOC. Cela posé, la droite OC est 
plus courte que la brisée ODC (7): donc, en ajoutant 
AO de part et d'autre, on aura : 

AOC<ADC. 


D'un autre côté la droite AD est plus courte que la 
brisée A BD : donc, en ajoutant BD de part et d'autre, 
on aura : 

ADC<ABC; 

Donc AOC, qui est moindre que AD C, est à plus 

forte raison plus petite que ABC. 


$. II. Des perpendiculaires et des obliques. 


32. Lorsque deux droites AB, CD, se coupent, Fig. 4. 
elles partagent le plan qu’elles déterminent (19) en 
quatre parties AOC, COB, BOD, DOA, dont cha- 
cune s'appelle un angle. Ainsi 472 ANGLE est une por- 
tion indéfinie de surface plane, comprise entre deux 
droites qui se coupent, et sont terminées à leur point 
de section. Ce point se nomme Ze sommet de l'angle, 
et les deux droites en sont /es cotés. Ainsi O est le 
sommet de l’angle AOC, et AO et OC sont ses deux 
côtés. On désigne , comme on voit, un angle par trois 
lettres, dont les deux extrêmes indiquent deux points 
de ses côtés, et dont celle du milieu appartient au som- 
met. Quelquefois même on dénomme un angle par la 
lettre placée à son sommet ; mais 1l faut, pour cela, que 
ce sommet ne soit pas commun à d’autres angles, Ainsi, 
dans la figure 2 nous pourrons dire l'angle C pour dé- 


signer l'angle ACD. 


() Une ligne est enveloppée par une autre qui a les mêmes 
extrémités qu'elle, lorsque toutes les deux sont situées d’un 
même côté de la droite qui joint ces extrémités. 


Fig. 8. 


Fig, 9. 
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939. Remarquons que la grandeur d’un angle dépend 
de la quantité de surface plane comprise entre ses 
côtés, et par conséquent de leur écartement : ainsi, si 
l’on fait sur AB l'angle DAB égal à BAC, sur AD 
l'angle FAD—DAB, etc., les angles DAC, FAC,.... 
seront respectivement double, triple... de l'angle 
BAC. D'où il suit qu’on peut très-bien comparer plu- 
sieurs angles à l’un d’eux pris pour wnité, par suite les 
mesurer , et conséquemment les soumettre à toutes les 
opérations du calcul. Ainsi, en prenant BAC pour 
unité, les angles D AG et FAC vaudront l’un 2, et 
l'autre 3 unités. 


34. Puisque les côtés d’un angle doivent toujours 
être supposés indéfinis, et que deux droites coïncident 
dans toute leur étendue lorsqu’elles ont seulement deux 
points communs (9), on devra conclure que deux 
angles sont égaux lorsque, étant placès l’un sur 
l’autre, ils se recouvrent parfaitement dans une cer- 
taine portion de leur étendue. 

99. Si l’on conçoit qu'une droite OC, d’abord 
couchée sur O À, tourne autour du point O , en s’éloi- 
gnant de la partie O À, cette droite formera avec AB 
deux angles que l’on appelle adjacents, dont l’un, 
COA , ira constamment en augmentant depuis zéro, 
et dont l’autre, COB, ira au contraire en diminuant 
sans cesse jusqu'à devenir nul, ce qui arrivera quand 
CO sera couchée sur OB. On conçoit, d’après cela, 
qu'il y aura une position OD de la droite mobile et 
uuc seule, dans laquelle elle fera avec AB deux angles 
égaux, DOA et DOB : on dit qu’elle est alors per- 
pendiculaire sur AB. Ainsi une droite est PERPEN- 
DICULAIRE sur une autre lorsqu'elle fait avec cette 
autre deux angles adjacents égaux, et ces angles se 
nomment ANGLES DROITS. 


TuHéorÈème IL 


90. Par un point pris sur une droite on peus lou- 
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Jours lui élever une per pendiculaire > NAS ON Re peut 
lui en élever qu'une seule d'un méme cote. 

La vérité de cette proposition est une conséquence 
immédiate des considérations précédentes, 


TaéorèmMEe IL 


87. Tous les angles droits sont égaux entre eux. 

Soient OC perpendiculaire sur À B, et OC" perpen- Fig. 19. 
diculaire aussi sur A’B'; je dis que les angles droits 
C'O'A’ et C'O'B" sont égaux aux angles droits CO A 
etCOB. Marquons, en effet, sur le côté AO le point 
quelconque D, et prenons sur O’A" la distance O'D'— 
OD. Supposons maintenant que l’on porte la figure 
C’A'’P" sur la figure CAB, en plaçant les points O’ et 
D'respectivement sur les points correspondants O et D, 
ce quiest possible, puisque O'D'—OD ; les deux droites 
AB’ et AB coincideront alors dans toute leur éten- 
due (9), et par conséquent O'C” tombera sur OC, 
sans quoi on aurait par le même point O deux perpen- 
diculaires sur AB, ce qui ne se peut (36). Donc 
les angles C'O'A’ ct C'O'B" recouvriront parfaitement 
les angles respectifs COA et COB : donc ces angles 
sont égaux ; mais ils sont droits : donc les angles avoit 
sont égaux. 

96. On appelle angle aigu tout angle moindre 
qu’un droit, et tout angle plus grand qu'un droit se 
nomme angle obus. Ainsi dans la fig. 9, où OD est 
perpendiculaire sur AB, l'angle COB est un angle obtus, 
et GOA est un angle aigu. 


TaéorèME IV. 


99. Lorsqu'une droite OC en rencontre une autre Fig. 9. 
AB, la somme des deux angles adjacents COA et 
COR est égale à deux angles droits. 

Élevons | par le point O la perpendiculaire OD sur 
AB, ce qui formera les deux angles droits DOA et DOB. 

Cela posé, l'angle COB se compose des angles COD 
et DOB : donc la somme des deux angles AOG et COB 


2 


Fig. 11, 
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sera celle même des trois angles AOC, COD cet DOB. 
Mais les deux premiers réunis forment l'angle droit 
AOD, le troisième DOB est aussi droit : donc enfin la 
somme des deux angles AOC et COB est égale à celle 
des deux angles droits AOD et DOB, et par consé- 
quent à celle de deux angles droits quelconques (37). 

20. Corozraire 1. Si lun des angles CO A et COB 
est droit, l’autre l’est aussi. 

AA. CorozraiRe 11. Si une droite OD est perpen- 
diculaire sur une autre AB, réciproquement cette 
seconde sera perpendiculaire sur la première. 

En effet, prolongeons O D au-dessous de AB, l'angle 
AOD est droit par hypothèse (35) : donc son adjacent 
AOF l’est aussi; donc AO forme avec D F deux angles 
adjacents égaux AOD et AOF (37); donc AO est 
perpendiculaire sur DF. 

A2. CoroLLaiRe 11. Puisque l'angle AOF est droit, 
son adjacent FOB l’est aussi : donc OF est perpendi- 
culaire sur AB; donc lorsqu'une droite OD est per- 
pendiculaire sur une autre AB, son prolongement 
OF l’est ausst. 


45. CoroLLairs 1v. La somine de tous les angles 
IOA, À OB, BOC , jormes autour d’un méme point 
el He méme Le d’une droite IC, est. egale à deux 
droits : car leur somme est la ie que celle des deux 
angles adjacents IOB et BOC. 


A4. CorozLarRe v. La somme de tous les angles 
AOB, BOC, COD, DOA, formes autour d’un 
méme point O, est égale à a quaire droits. Prolongeons 
en effet CO en OT, il est évident, d’après le corol- 
laire précédent, que la somme des angles 10 A + AOB + 
BOC + COD + DOI est égale à quatre droits. Mais 
IOA + DOI— AOD : donc, etc. 

45. Lorsque la somme de deux angles est égale à 
deux angles droits, on dit que chacun d’eux est /e SUp- 
plément de ? FA re ou que ces angles son supplemen- 
taires, On voit que deux angles qui ont le meme sup- 
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plément sont égaux, puisqu’en leur ajoutant un même 
angle on obtient la même somme, deux angles droits. 

AG. Lorsque la somme de deux angles est égale à 
un angle droit, on dit que chacun d’eux est le com- 
plément de l'autre , ou que ces angles sont complémen- 
taires. On voit que deux angles qui ont le méme 
complément sont egaux. 


THÉoRÈME V. 


47. Si deux angles adjàtents COA et COB sont Fig, 9, 
supplémentaires , les cotes extérieurs AO et OB sont 
en ligne droite. 

En effet, si OB n’est pas le prolongement de AO, 
nous pourrons prolonger celle-ci en O G, et alors, la 
ligne AO G étant droite, l'angle GOG sera le supplé- 
ment de COA (59); mais l'angle COB est aussi, par 
hypothèse, le supplément de COA; donc COG— 
COB (45), ce qui est absurde : donc on ne pouvait pas 
supposer que OB ne füt pas le prolongement de AO; 
donc AOB est une ligne droite. 

A8. Scmorir. Lorsque deux propositions sont telles 

que, le sujet étant le même, l'hypothèse que l’on fait 
dans lune est précisément le jugement que l’on porte 
dans l’autre, et vice versa, on dit que l’une est la re- 
ciproque de lautre. Ainsi la proposition précédente est 
la réciproque de celle du n° 59 : car dans toutes deux 
la droite OC, qui concourt à former les angles CO A 
et COB, est le sujet ; l'hypothèse et le jugement de la 
proposition du n° 39 sont respectivement : AOB es£ 
une ligne droite, et CO A + COR égale deux droits ; 
tandis que l'hypothèse et le jugement de celle du n° 47 
sont au contraire : CO A + COB egale deux droits , 
et AOB est une ligne droite. 

La plupart des réciproques peuvent se démontrer 
par la réduction à l'absurde de la manière suivante : 
Executez une construction qui réalise l’hypothèse de 
la proposition directe ; appliquez alors cette proposi- 
tion, et comparez le jugement qui en résulte à l’hy- 


Fig. 4. 


+ 
LA 


Fig. 1 9e 
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pothèse de votre réciproque. Si le resultat de cette 
COMpai ‘aison est absurde , votre réciproque est vrate. 
Ainsi dans la dt tation du n° 47 nous avons 
prolongé AO en OG, ce qui a réalisé l'hypothèse de 
la proposition directe : car nous avons eu ainsi une 
droite OC rencontrant une autre droite AOG ; nous 
avons alors appliqué la proposition directe, en ent 
que COG est le supplément de CO À ; nous avons com- 
paré ce jugement à l'hypothèse de notre réciproque, 
savoir : COB est le supplément de GOA, et nous'en 
avons conclu que COB—COG, ce qui est absurde. 
Notre réciproque est donc vraie. 


TuéorèMe VI. 


49. Lorsque deux droites AB et CD se coupent, 
les angles opposés par le sommet, tels que AOC et 
BOD, sont egaux. 

En CHE puisque À OB est une ligne droite, l’angle 
COB est le supplément de COA; de même, puisque 
COD est une ligne droite, l’angle COB est aussr le 
supplément de BOD ; donc les deux angles COA ct 
BOD , qui ont le même supplément sont égaux. 


THéorëmMEe VIT. 


90. Par un point donnée on peut mener une per- 
pendiculaire & une droite donnée, mais on ne peut 
lui en mener qu'une seule. 

Il peut arriver deux cas, selon que le point donné 
est situé sur la droite donnée, ou hors de cette droite. 
Le premier cas a été démontré aux n°% 36 et 42; oc- 
cupons-nous donc du second. 

Je suppose que le point C soit pris hors de la droite 
AB, et je dis d’abord que de ce point on peut abaisser 
une “perpendiculaire sur cette droite. Pour le prouver, 
je fais tourner la partie supérieure du plan autour de 
AB comme charnière, jusqu'à ce que le point C soit 
venu se placer quelque part en C° sur sa partie infé- 
rieure; je joins CG et soit D Ie point où cette droite 


D 


DE LA LIGNE DROITE. 21 


coupe AB. Si l’on replie de nouveau la figure Île long 
de AB, le point D restera immobile, et ainsi langle 
CDA recouvrira C'DA; donc AB est perpendiculaire 
sur GC’, et réciproquement CC" est perpendiculaire 
sur AB (44). 

Supposons maintenant qu'on puisse abaisser du 
point C une seconde perpendiculaire CT sur AB : si 
l’on fait tourner la partie supérieure du plan autour 
de AB, CI viendra se rabattre sur CT, donc langle 
C'ID est droit comme son égal CID ; mais ces deux 
angles sont adjacents, donc leurs côtés extérieurs CT 
et IC’ sont en ligne droite; donc on a, du point Cau 
point C’, deux lignes droites distinctes, ce qui est ab- 
surde (7); donc il n’est pas possible d’abaisser du point 
C deux perpendiculaires sur AB. 

94. On dit qu'une droite est OBLIQUE à une autre 
lorsqu'elle la rencontre sans lui étre perpendiculaire 
Il suif du numéro précédent que si d’un point C on 
abaisse une perpendiculaire CD sur AB, toute droite 
telle que CI, qui, partant du point C, ira rencontrer 
AB, sera oblique à celle-ci. 


Takrorème VIII. 


92. Lorsqu'une perpendiculaire CD et une obli- 
que CI à une droîte AB, partent du même point C, 
la perpendiculaire est plus courte que l’oblique. 

En effet, faisons tourner la partie supérieure du 
plan autour de AB comme charnière, jusqu’à ce que le 
point C vienne se placer quelque part en C” sur sa partie 
inférieure; joignons CD et CT : ces droites seront 
les rabattements de CD et de CT, et ainsi leur seront 
égales; de plus, GDC' sera une ligne droite, puisque 
les angles CDI et CDI sont droits (47), donc CD C' 
est plus petite que la ligne brisée CIC’; donc CD, 
moitié de CD C’, est moindre que CI, moitié de CIC; 
ce qu'il fallait démontrer. 

93. COROLLAIRE 1. La perpendiculaire, étant la 
plus courte de toutes les lignes que l’on peut mener 
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d’un point à une droite, est la mesure naturelle de la 
distance de ce point à ce droite. 

94. CorozLAIRE 11. Lorsqu'une droite est la plus 
courte que l'on puisse mener d'un point à une droite, 
elle lui est perpendiculaire, sans quoi elle ne serait 
pas la plus courte. 


THéorÈmMEe IX. 


99. Si une perpendiculaire CD et differentes obli- 
ques CA, CB, CI, à une droite AB, partent d'un 
méme point C situe hors de cette FR. 4° les obli- 
ques qui s'écartent également du pied de la perpen- 
diculaire sont egales; ® de deux obliques qui 
s’ecartent inégalement du pied de la perpendicu- 
laire, celle qui s’en éloigne le plus est la plus longue. 

2 * Soit DA=DB, je dis que GA —CB. Plions en 
effet la figure le long de CD : il est clair que le segment 
D A viendra tomber sur DB, puisque les angles CDA 
et CDB, étant égaux (35), sont superposables; et, 
comme D A —DB, le point A viendra se placer sur le 
point B; la droite CA, ayant ainsi ses deux extrémités 
confondues avec celles de CB, coïncidera avec elle 
dans toute son étendue : donc ces deux droites sont 
égales. 

2° Supposons DI>DA, je dis que CT est > CA. 
Plions en effet la figure le long de AB et soient CD, 
C'A et CT, les rabattements respectifs de CD, GA et 
CI : CDC! sera une ligne droite, et l’on aura C'A=CA, 
et C'I=CI. Mais la ligne brisée G1C’ est plus grande 
que la brisée C A C’ qu’elle enveloppe (51); donc GI 
moitié de CIC, est plus grande que CA, moitié de CAC, 
Donc de deux obliques qui s’écartent inégalement du 
pied de la perpendiculaire, celle qui s’en éloigne le plus 
est la plus longue. 

BG. ConorLarne 1. Réciproquement, deux obliques 

égales s’écartent egalement du pied de la perpendi- 
LS sans quoi l’une serait plus longue que l'autre; 
et de deux obliques inegales, la plus longue est la 


4 
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plus éloignée du pied de la perpendiculaire, sans 
quoi elle serait ou égale à l’autre ou moindre qu’elle. 

D 7. COROLLAIRE 1. D'un point donné on ne peut 
pas mener à une même ligne droite trois droites 
egales. En effet, si de ce point on abaisse une per- 
pendiculaire sur cette droite, il pourra arriver trois 
cas : 4° ou la perpendiculaire coïncidera avec une des 
trois droites , et alors celle-ci sera plus petite que les 
deux autres; 2° ou elle en laissera deux d’un même 
côté, et ces deux-là seront inégales; 3° ou elle les 
laissera toutes les trois d’un même côté, et ainsi elles 
seront toutes les trois inégales. 


Tai@iwe X. 


98. Tout point M situe sur la perpendiculaire CD 
élevée sur une droite AB par son milieu D, est ega- 
lement distant des extremites À et B de cette droite ; 
el tout point E situe hors de cette perpendiculaire est 
inégalement distant de ces mêmes extrémités. 

4° Puisque le point D est le milieu de AB, les 
obiiques M A et MB s’écartent également du pied de la 
perpendiculaire MD : donc elles sont égales. 

2° Tirons du point E les droites EA et EB aux 
points À et B, et soit M le point où la seconde coupe 
la perpendiculaire CD : ce point sera donc équidistant 
de À et de B; de sorte que si l’on joint MB, on aura 
MA—MB. Or, la droite BE est plus courte que la 
ligne brisée EMB (7), et partant que son égale EMA : 
donc tout point situé hors de la perpendiculaire CD est 
inégalement distant des points A et B. 

09. CororraïRE 1. Il suit de là que /4 perpendicu- 
laire elevée sur une droite par son milieu passe par 
tous les points équidistants des extrémités de cette 
droite : car tous les points de cette perpendiculaire sont 
également éloignés des deux extrémités de la droite, 
et ces points sont les seuls du plan qui jouissent de cette 
propriété. En conséquence, on dit que /e LIEU GÉOMÉ- 
TRIQUE de tous les points équidistants de deux points 


Fig. 13. 


Fig. 1 
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donnés est la perpendiculaire élevée sur le milieu de 
la droite qui joint ces deux points. 

60. CororLaiREe 1. Il suit de ce corollaire et du 
principe du n° 9 que si une droïte CC" passe par 
deux points G et C” équidistants des extrémités À et 
B d’une autre droite AB, elle sera perpendiculaire 
sur le milieu de ceile autre : car, si par le milieu de 
A B on élève une perpendiculaire à cette droite, elle 
passera par tous les points équidistants de ses extrémités 
A etB,et par conséquent par les points C et C”: donc 
elle aura deux points communs avec la droite CC; 
donc elle coïncidera avee cette droite; donc CC’ est 


elle-même cette REF PERRET élevée sur le milieu 
de AB. : 


$. IIT. Des parallèles. 


TnéorÈMe XI. 


GA. Deux perpendiculaires AB, CD & une méme 
droite FG ne peuvent jamais se rencoirers a quelque 
distance qu'on les prolonge. 

Car si elles se rencontraient, on pourrait de leur 
point d'intersection abaisser deux perpendiculaires sur 
la même droite FG, ce qui est absurde (50). Deux pa- 
reilles droites sont ER parallèles. 

62. On appelle donc paraLLèLES deux droites qui, 
siluées sur un méme plan, ne peuvent pas se ren- 
contrer & quelque distance qu on les prolonge : ainsi 
deux perpendiculaires à une même droite sont parallèles. 

63. La théorie des parallèles repose sur la proposi- 
tion suivante, qui est connue sous le nom de Postula- 
{un d'EUCLIDE et que nous admettrons comme une 
vérité évidente d’elle-même. 

- Une perpendiculaire quelconque AB à une droite 
CD est rencontrée par toute oblique FG à cette 
droite. 

TnéorèME XI 


GA. Par un point donne C on peut mener une pa- 
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rallèle à une droite donnée AB, mais on ne peut lui 
en mener qu'une seule. 

En effet, abaissons du point C une perpendiculaire 
CD sur la droite A B. Cela posé, de toutes les droites 
que l’on peut mener par le point C, une seulement 
sera perpendiculaire à CD, et les autres lui seront 
obliques; la perpendiculaire à CD sera parallèle à 
AB (GA et 62), et les autres rencontreront cette 
droite (63) : donc par le point G on ne peut mener 
qu'une seule parallèle à A B. 


TaéorèmMe XIII. 


G5. Lorsque deux droites AB, CD, sont paral- Fig. 13, 
lèles, toute perpendiculaire FG élevée sur lune 
d'elles AB l’est aussi sur l’autre CD. 

D'abord FG rencontrera CD, sans quoi elle lui 
serait parallèle, et l’on aurait ainsi par le point F deux 
parallèles FG et AB à CD , ce qui ne se peut (64). En 
second lieu, FG sera perpendiculaire : à CD, sans quoi 
elle lui serait oblique, et réciproquement CD sérait 
oblique à FG : donc alors CD irait rencontrer AB per- 
pendiculaire à FG (65), ce qui est absurde, puisque 
AB et CD sont supposées parallèles : donc FG est per- 
pendiculaire à CD. 


Tusorème XIV. 


66. Deux droites AB et CD, parallèles à une troë- Fig. 16. 
sième FG, sont parallèles entre elles. 
Car si ei élève une perpendiculaire MN sur FG, 
elle le sera aussi sur ses parallèles AB et CD (65) : 
donc celles-ci seront ainsi Fe EE à une même 
droite MN , et par conséquent parallèles (62). 


THÉORÈME XV. 


67. Deux parallèles AB et CD sont partout équi- Fig. 17. 
distantes. 

Il s’agit de prouver que deux points quelconques P 
et Q de l’une d'elles AB sont à la même distance de 


Fig. 18. 
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l’autre. Abaïssons donc des points P et Q des perpen- 
diculaires PR et QS sur CD, et démontrons qu’elles 
sont égales (5). Pour cela, du point M, milieu de PQ, 
j'abaisse MN perpendiculaire sur CD ; cette droite l’est 
aussi sur À B (65), et ainsi les angles en M sont droits : 
donc, si l’on replie la figure le long de MN, les droites 
MB et ND viendront se rabattre respectivement sur 
MA et sur NC, et par conséquent les points Q et S 
iront tomber sur ces droites; mais MO —MP : donc le 
point Q se placera sur le point P. Or, les angles P et Q 
sont droits, comme les angles en M : donc, puisqu'ils 
ont déjà le côté commun PM, il faudra que OS prenne 
la direction de PR, et qu'ainsi le point S aille tomber 
sur cette droite. Mais il doit déjà se trouver sur NC : 
donc il se placera nécessairement au point R d’intersec- 
tion de ces droites. QS a donc ses extrémités confon- 
dues avec celles de PR : donc ces deux droites coïn- 
cident dans toute leur étendue; doncelles sont égales, 
ce qui démontre notre théorème. | 

68. Lorsque deux droites AB et CD sont coupées 
par une troisième FK, elles forment avec elle diffé- 
rents angles auxquels on a donné des noms particu- 
liers. 

On appelle ANGLES INTERNES O4 EXTERNES des an 
gles dont l’ouverture est entre les droites AB et CD, 
ou hors de ces droites. AGK est un angle interne; 
AGF est un angle externe. 

Deux angles internes ou externes, situes de diffe- 
rents cotes de la sécante FK., et dont les cotes sont 
dirigées en sens contraires, par rapport à la droite qui 
ir leurs sommets, se nomment angles alternes-in- 
ternes ou alternes-externes. AGK et FID sont deux 
angles alternes-internes. D'abord ce sont des angles in- 
ternes; ensuite l’un est situé à gauche de la sécante 
FK, et l’autre l’est à sa droite; enfin les côtés GA et 
GK du premier sont évidemment dirigés en sens con- 
traires des côtés ID et IF du second. FGB et CIK 
sont deux angles alternes-externes. 
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On appelle angles correspondants deux angles St- 
tués d’un méme côté de la secante , et dont les cotés 
sont dirigées dans le méme sens. T'els sont les angles 
FGB et FID. 


TnéoriME XVI. 


69. Lorsque deux parallèles AB et CD sont cou- 
pées par une sécante FK, 

1° Les angles alterne. Ma sont ESAUT ; 

2° Les angles alternes-externes sont égaux ; k 

9° Les angles correspondants sont e2 gaux; 

4° Les angles internes d’un même coté de la sé- 
cante sont supplementaires ; 

5° Les angles externes d’un même coté de la se- 
cante sont supplémentaires. 

4° et 2°. Par le milieu O de la portion de la sécante 
comprise entre les parallèles, menons MN parallèle à 
AB : elle le sera aussi à CD (66). Puis faisons tourner 
Ja partie FNK du plan autour du point O, jusqu’à ce 
que ON soit venue coïncider avec OM; alors OK ira 
tomber sur OF à cause de l'égalité des angles NOK 
et FOM [49]; et, comme O1 — OG, les points I et G 
de la partie FNK du plan se trouveront respective- 
ment en Getenl. Mais les droites GB et ID n’auront 
pas cessé d’être parallèles à ON : donc elles le seront 
actuellement à OM, et par conséquent coïncideront 
respectivement avec IC et GA, sans quoi, par un 
même point [ ou G, on aurait deux parallèles à une 
même droite OM (64) : donc les angles BGK et DIF 
recouvriront leurs alternes-internes FIC et AGK ; et 
les angles BGF et DIK recouvriront aussi leurs al- 
ternes-externes CIK et FGA. Donc, 4° et 2° les angles 
alternes-internes ou alternes-externes sont égaux. 
3° Je dis maintenant que les angles correspondants 

AGK et CIK, par exemple, sont égaux. Eu effet, 

Pangle CIK est égal à à FID, son opposé par le som- 
met; mais celui-ci est égal à où alterne-interne AGK ; 
doué les deux angles AGK et CIK , égaux à un ue 
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sième FID, sont égaux. Donc, 3° les angles correspon- 
dants sont égaux. 

A° Soient les deux angles internes d’un même côté 
AGK et CIF. L'angle CIF a pour supplément son 
adjacent FID (39) ; mais FID est égal à son alterne- 
internc AGK; donc CIF a aussi pour supplément 
AGK. Donc, 4° les angles internes d’un même côté de 
la ee Sont supplémentaires. 

° Considérons enfin deux angles externes d’un 
ne côté, AGF et CIK. Celui-ci a pour supplément 
son adjacent CIF, et par conséquent AGF, le corres- 
pondant de CIF. Donc, 5 9° les angles externes d’un même 
côté de la sécante sont supplémentaires. 


Tarorème X VIT 


70. Réciproquement, deux droites sont paral- 
lèles lorsqu'elles font avec une méme secante, 

1° Des angles alternes-internes égaux ; : 

2° Des angles alternes- exlernes CSAUX ; 

3° Des ang alé correspondants e2 gaux ; 

4° Des angles internes d’un méme coté qui sont 
supplémentaires; : 

° Des angles externes d’un même coté qui sont 
ner. 

Supposons, par exemple, que les angles alternes-in- 
ternes AGK et DIF soient égaux : je dis que les droites 
AB et CD sont parallèles. En effet, si CD n’est point 
parallèle à AB, nous pourrons toujours mener, par le 
point I,RS, parallèle à à AB, et alors les angles alternes- 
NE AGK et SIF seront égaux; mais AGK est 
égal, par hypothèse, à DIF : donc les deux angles 
SIF et DIF, égaux à un troisième AGK, sont égaux 
entre eux, ce qui est absurde. Donc on ne peut pas 
supposer que CD ne soit pas parallèle à AB : donc ces 
deux droites sont parallèles. 

On démontrerait de la même manière les autres cas, 
en suivant, comme nous venons de le faire, le pré- 
cepte du n° 48. 
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. Taéorème XVIIL 


71. Deux angles sont égaux lorsqu'ils ont les co- 
tés parallèles et dirigés dans le méme sens ou en sens 
contraires. 

Soient d’abord les deux angles ABC, DFG, qui ont Fig. 19. 
les côtés parallèles et dirigés dans le même sens. Pro- 
longeons DF jusqu’à sa rencontre avec CB au point I, 
Les deux angles ABC, DIC, sont égaux comme cor- 
respondants par rapport aux parallèles AB et DI et à 
la sécante BC; mais DIC est aussi égal à DFG 
(69, 3°) : donc les deux angles ABC, DFG, égaux à 
un troisième DIC, sont égaux entre eux. 

Considérons maintenant les deux angles ABC, OFK, 
qui ont les côtés parallèles et dirigés en sens contraires. 
Ces deux angles sont égaux; car OFK est égal à 
DFG, son opposé par le sommet, et nous venous de 
voir que celui-ci est égal à A BC. 


THéorÈmEe XIX. 

. Lorsque deux angles ABC, DFO, ont leurs 
otés pas > et que deux de ces cétés ABet DE 
sont dirigés dans le même sens, et les deux autres 
BC et FO en sens contraires, ces angles sont sup- 
plementaires. 

En effet, l'angle DFO est le supplément de son ad- 
jacent DFG, et DFG est égal à ABC. + 
75. CoroLLaime. Deux angles qui ont les cotes 

parallèles sont égaux où supplémentaires. 


TuéorèMEe XX. 


74. Deux angles ABC, DFG, qui ont leurs co- Fig. 20. 
es AB et DF, BC € FG , perpendiculaires, sont 
égaux ou supplémentaires. 

Menons, par le point B, BI et BK, perpendiculaires 
respectivement à AB et à BC : les deux angles IBK et 
ABC sont évidemment égaux, car ils ont le même 


complément KB A (46). Mais les angles IBK et DFG 
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sont égaux ou supplémentaires, puisque leurs côtés 
sont parallèles (73) : donc aussi les angles ABC et 
DFG sont égaux ou supplémentaires. 
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CHAPITRE Il. 


DE LA CIRCONFÉRENCE. 
$&. I. Propriétés générales de la circonférence. 


75. Nous avons vu au n° 2Â ce qu'on entendait 
par les mots circonference, rayon, diamètre et arc. 
Nous appellerons CORDE OU SOUS-TENDANTE d’un 


Fig. 21. arc la droite qui unit ses extrémités. AB est la corde 
de l'arc AMB. 


THÉORÈME L. 


76. Deux circonférences décrites avec le méme 
rayon sont égales. 

Car si l’on place le plan de la seconde circonférence 
sur celui de la première, de manière toutefois que les 
deux centres ne fassent qu’un seul point, les deux cir- 
conférences coïncideront , sans quoi tous leurs points 
ne seraient pas également éloignés du centre. Les cer- 
cles de même rayon sont donc aussi égaux (24). 


THÉORÈME II. 


77. Le diamètre est la plus grande des cordes que 
l’on puisse tirer d’un point de la circonférence à un 
autre. 

Considérons, en effet, la corde AB et le diamètre 
À C issus du même point A de la circonférence, et joi- 
enons le point B avec le centre O. La corde AB est 
évidemment plus petite que la brisée AOB; mais 
celle-ci est égale à AC, car l’une et l’autre sont la 
somme de deux rayons : donc la corde AB est plus 
courte que le diamètre AC. 
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THéorÈème III. 


78. Tout diamètre divise la circonference en deux 
parties égales. - 

Si l’on plie, en effet, la figure le long du diamètre 
AC, il faudra nécessairement que tous les points de 
l'arc AN C viennent se placer sur ceux de AMC, sans 
quoi tous les points de la circonférence ne seraient pas 
également éloignés du centre O, puisque dans le mou- 
vement de l'arc ANC leur distance à ce centre n’a 
point pu varier. 

THÉORÈME IV. 

79. Trois points À, B, C quine sont pas en ligne Fig. 22. 
droite déterminent une circonference. 

Il s’agit de démontrer que par ces trois points on 
peut faire passer une circonférence, mais qu’on ne peut 
en faire passer qu'une. 

Pour le prouver, je joins AB et BC; puis j'élève sur 
ces droites, et par leurs milieux, les perpendiculaires 
respectives DE et FG, et je dis que ces perpendicu- 
laires se rencontreront. En effet, si elles ne se ren- 
contraient pas, elles seraient parallèles (62) : donc 
AB, qui est perpendiculaire sur DE, le serait aussi 
sur FG (65); mais déjà BC est perpendiculaire sur 
FG : donc il y aurait deux perpendiculaires AB et 
BC abaissées du même point B sur Ja même droite 
FG, ce qui est absurde (50), puisque les trois points 
A,B, C, n'étant pas en ligne droite, AB et BC sont 
deux droites distinctes. DE et FG se rencontreront 
donc en un certain point O. Or ce point, appartenant 
à la perpendiculaire DE, élevée sur le milieu de AB, 
est également éloigné de ses extrémités A et B (58); 
comme appartenant à FG, il est équidistant de B et 
de C : donc les trois distances OA, OB et OC sont 
égales ; donc la circonférence décrite du point O comme 


centre avec le rayon OA, passera par les trois points 
AAC 
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Remarquez que la perpendiculaire e élevée au milieu 
de AC passerait par le point de section O des deux 
autres (59). 

Concluons que l’on peut toujours décrire une cir- 
conférence par trois points qui ne sont pas silués en 
ligne droite. Je dis de plus qu'on ne peut en faire pas- 

9 
ser qu'une. 

Supposons, en effet, qu'on puisse faire passer une 
seconde circonférence par les trois points À, B, C. Son 
centre sera nécessairement sur la perpendiculaire DE, 

sans quoi il ne et pas également distant des points 
AetB (58). P ar la même raison, il doit se trouver sur 
la perpendiculaire FG : donc il ne peut se trouver 
qu'à leur point de section O; donc la seconde circon- 
férence a le même centre et ie même rayon que la pre- 
imière; donc elle coïncide avecelle; doncil n’y a qu'une 
circonférence qui puisse passer par les trois points À, 
B, C; donc trois points qui ne sont pas en ligne droite 
diner une circonférence. 

60. Score. Si les trois points A, B, C, étaient 
en ligne droite, les deux perpendiculaires DE et FG 
seraient parallèles (64), et ainsi elles ne se rencontre- 
raient pas. Or nous avons prouvé tout à l'heure que 
le centre de la circonférence qui passerait par les trois 
points À, B, C, devait se trouver à la fois sur les deux 
perpendiculaires DE et FG : donc 77 est impossible 
qu'une circonference puisse étre coupée en plus de 
deux points par une ligne droite; et en eftet, si la 
chose était possible, on n’aurait qu'à joindre trot de 
ces points avec le centre, et l’on aurait ainsi trois droites 
égales menées d’un même point à une même droite, ce 


qui est absurde (57). 


/ THÉORÈME V. 

Fig. 23. GA. La perpendiculaire OM, abaïssée du centre 
O d’une circonference sur une corde quelconque AB, 
divise cette corde et les arcs sous-tendus, chacun en 
deux parties égales. 
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Joignons en effet O A et OB : ces deux droites se— 
ront égales comme rayons, et partant obliques sur 
AB (50 et 52) : donc elles s’écartent également du 
pied I de la perpendiculaire O M (55) : donc ce pied 
est le milieu de AB. 

Si maintenant on plie la figure le long du diamètre 
M'OM, les deux demi-circonférences se recouvriront ; 
mais, à cause de l'égalité des angles OIB et OTA, le 
côté IB doit aller se placer sur le côté IA ; et comme 
IB —TIA, le point B tombera sur le point A : donc les 
arcs BM et AM se recouvriront, ainsi que les arcs BM 
et AM’; donc ces ares sont égaux. 

82. Scnorie. La perpendiculaire abaissee du cen- 
tre d’un cercle sur une corde satisfait donc aux cinq 
conditions suivantes : 1° passer par le centre; 2 étre 
perpendiculaire a la corde; 3° passer par son milieu; 
4° et 5° passer par les milieux des deux arcs sous- 
tendus par cette corde. Or nous avons vu aux n° 10 
el 50 que deux quelconques de ces conditions suffisent 
pour déterminer une droite : donc toute droite qui sa- 
tésfera à ces deux conditions satisfera aussi aux trois 
autres. Ainsi, par exemple, {4 PERPENDIGULAIRE éle- 
vée sur le MixtEU d’une corde passe par le cENTRE et 
par les MILtEUX des arcs sous-tendus par cette corde. 

83. Une corde indefiniment prolongée se nomme 
SÉCANTE. Ainsi CABF est une sécante. Fig. 24. 

Si l’on concoit que la sécante CABF tourne autour 
de l’un des points où elle coupe la circonférence, au- 
tour de À, par exemple, son autre point d’intersec- 
tion B finira par venir coïncider avec lui. On dira alors 
que la sécante CF est devenue {angente. Ainsi a tan- 
gente à une circonférence en un point donné est la 
limite vers laquelle tend la direction d’une secante 
que l’on fait tourner autour de ce point, jusqu’à ce 
que le second. point d’intersection vienne coincider 
avec le premier. 
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THéorÈMEe VI. 


8/4. La tangente TT', en un point quelconque A 
d’une circonférence, est perpendichlaire sur le rayon 
OA mené au point de contact. 

Tirons en effet par le point À une sécante quelcon- 
que GABF. Lorsque cette sécante tournera autour du 
point À, la droite OT, qui joint le centre avec le mi- 
lieu de la corde interceptée par la circonférence, tour- 
nera aussi autour de ce centre, en restant toujours 
perpendiculaire à la sécante (82) : donc à la limite, 
c’est-à-dire quand la sécante sera devenue la tangente 
TT", cette droite de jonction lui sera encore perpendi- 
culaire ; mais alors le milieu de la corde sera le point A 
lui-même : donc, etc. 

85. CoRoLLAIRE 1. La Langente n’a qu'un point 
de commun avec la circonférence ; car tout point de 
cette droite, autre que le point de contact, est hors 
de cette cotrbe, puisque sa distance au centre est plus 
grande que le rayon (52). 

86. CoroLLarRe 11. Toute droite CAF, autre que la 
tangente TAT"”, menée par le point de contact À estune 
secante : en effet cette droite est oblique sur O A (36); 
donc si du centre on abaisse une perpendiculaire OI 
sur FC, cette perpendiculaire sera différente de OA; 
et par conséquent moindre qu’elle; donc le point I est 
intérieur à la circonférence. 


THÉORÈME VII. 


627. Réciproquement, toute perpendiculaire TAT 
élevée à l’extrémitée À d’un rayon O À est tangente à 
la circonference. 

On démontrera facilement cette réciproque en ap- 
pliquant la règle du n° 48. 

86. CoroLLaIRE. Toute droite qui n’a qu’un point 
de commun avec une circonference lui est langente. 
En effet, la droite qui joindra ce point au centre sera 
la plus courte que l’on puisse mener de ce centre à la 
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droite dont il s’agit; donc elle lui est perpendicu- 
laire (54); donc cette droite est une tangente. 


TaéorèmMe VIII. 


89. Deux parallèles interceptent, sur la circon- Fig. 25. 
férence, des arcs égaux. 

Trois cas peuvent se présenter, selon que les paral- 
lèles seront toutes deux sécantes ; l’une sécante et l’au— 
tre tangente, ou toutes deux taugentes. 

1°: Soient les-deux sécantes parallèles AB et CD, je 
dis que les ares AC et DB sont égaux. J’abaisse, en 
effet, du centre O la perpendiculaire OI sur AB: elle 
le sera aussi sur sa parallèle CD, et par conséquent 
le point I sera le milieu des arcs AIB et CID (81). 
Ainsi AI—IB et CI=1ID : donc Parc AC, différence 
des arcs AT et IC, est égal à l'arc DB, différence des 
arcs IB et ID qui sont respectivement égaux aux deux 
précédents. 

2° Soient la sécante AB et la tangente TT", je joins 
le centre O et le point Ï de contact. La droite OI sera 
ainsi perpendiculaire sur TT'(84), et par conséquent 
sur sa parallèle AB: donc le point Lest le milieu de 
l'arc AIB; donc les arcs AI et IB, interceptés entre la 
- corde AB et la tangente TT, sont égaux. 

3e Soient les deux tangentes parallèles TT’ et SS’. 
Si l’on mène un diamètre au point L, il sera perpendi- 
culaire à TT et par conséquent à sa parallèle SS”; 
donc il ira passer par le point K, où cette sébonde 
tangenté rencontre Ja HAN (50); donc 
TAK—IBK. 

90. Scxorre. La réciproque se démontrerait Pi 
- lement par la règle du n° 48 ou directement; mais 
pour qu’elle soit vraie dans le cas de deux cordes , il 
faut que ces cordes ne se coupent pas dans la circon- 
férence. 
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Fig. 26. 


Fig. 27. 


THÉORÈME IX. 


91. Dans le méme cercle ou dans des cercles 
égaux, 1° deux arcs égaux AMB, CND sont sous- 
tendus par des Pres égales AB, CD; 2° de deux 
arcs inégaux AMB, CNF, le plus grand CNE, est 
sous-tendu par l& plus grande corde CF. (Quand 
nous parlerons de l’arc sous-tendu par une corde, il 
s'agira toujours du plus petit des deux qu’elle sous- 
tend.) 

4° Supposons que les deux arcs égaux AMB, CND 
appartiennent à la même circonférence; prenons le 
milieu L de l'arc AC, et tirons le diamètre LOQ,. Si 
maintenant nous faisons tourner la demi-circonférence 
LNQ autour de LQ jusqu’à ce qu’elle vienne se rabat- 
tre sur LMQ, il est clair que ces deux demi-circonfé- 
rences coïncideront parfaitement, sans quoi il y aurait 
des points inégalement éloignés du centre : donc le 
point C viendra se rabaitre sur A; et, comme l'arc 
CND est égal à l'arc AMB, le point D ira de même se 
placer sur B. Les deux cordes CD et AB auront donc 
leurs extrémités confondues : donc elles coïncideront 
dans toute leur étendue ; donc elles sont égales. 

2° Supposons que les arcs AMB, CNF appartien- 
nent à deux circonférences égales. ES les diamètres 
AG et CK., et portons la seconde circonférence sur la 
première, en faisant coincider ces diamètres : elles 
coincideront elles-mêmes; et, comme CNF>AMB, 
le point F ira se placer en F'entre B et G, et la corde 
CF aura pris la position AE”. Joignons OF” et OB: 
ce dernier rayon coupera À F’entre A et F° (c’est là ce 
qui exprime que CNF>AMB). Or, les droites AB et 
OF" sont plus petites que les brisées respectives AI+1B 
et OI+IF" : donc 

AB <AI+IB, 

OF'<OI+HIF"'; 
donc leur somme est aussi plus petite que celle de ces 
brisées ; ainsi 
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AB+HOF'<AI<+HIB-LOI+HIF"; 
mais IB+OI=—OB, et AI+IF'—AF": donc 
AB+OF'<OB-+AF’. 


Retranchant d’une part OF", et de l’autre son égal OB, 
il restera AB< A Fou que CF, ce qu'il fallait démon- 
trer. 


THÉoRÈME X. 


92. Réciproquement dans le méme cercle ou dans Fig. 26. 
des Drates ESAUX, deux cordes € egales AB et CD sous- 
tendent des | arcs égaut AMB CND, et de deux 
cordes inégales AB et CF, la plus 8 he CF sous- 
tend le plus & orand arc. 

4° En effet, si l'arc AMB n'était pas égal à l'arc 
CND, le plus grand des deux serait sous-tendu par 
la plus grande corde, et ainsi AB ne serait pas égal 
à CD. 

2° Si l'arc CNF n'est pas plus grand que AMB, il 
lui sera égal ou il sera plus petit que lui ; mais, dans le 
premier cas, la corde CF serait égale à AB, et, dans le 
second, elle serait plus petite qu’elle, résultats con- 
traires À hypothèse. Donc larcCNF=AMEB. 

95. Scrrour. En généralisant la méthode de dé- 
monstration que nous venons d'employer tout à l'heure 
(92), nous établirons la règle suivante, qui trouvera 
quelquefois son application dans la démonstration des 
réciproques. 

Supposez faux le principe que vous voulez étu- 
blir, et faites successivement toutes les hypothèses 
qui lui sont contradictoires. Examinez les consé- 
quences qui en résultent, d’après les théorèmes pre- 
cédents; et si ces conséquences ne peuvent s ’aCCor- 
der avec l’hypothèse sur laquelle est établie votre 
réciproque, vous conclurez que cette réciproque est 
vraie: 

Nous avons déjà fait usage de ce moyen de démon- 
stration au n° 56. 
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THéorème XI. 


94. Dans le même cercle ou dans des cercles 
Fig. 26. égaux ; deux cordes égales AB, CD sont egalement 

éloignées du centre ; et de deux cordes inégales AB, 
CF, la plus grande CF est la plus près du centre. 

Nous) pbserons que les cordes soient tracées dans 
la même circonférence. Abaissons du centre O les per- 
pendiculaires OG, OT, OK sur les cordes respectives 
AB, CD et CF, et il s'agira de prouver queOG—OT, 
et que OK < 0G (53). st 

1° Employez le même tour de démonstration que 
dans le premier paragraphe du n° 94, et vous con- 
clurez la coïncidence des deux perpendiculaires 0OG 
et OI du théorème du n° 50, 

2° Puisque la corde CF est plus grande que AB, 
l'arc CNF est plus grand que A MB, et ainsi l’on pourra 
prendre sur cet arc une partie GN D égale à AMB. 
Joignez CD, et abaissez sur cette corde la perpen- 
diculaire OT, qui coupe CF en H : on a évidemment 
OK<OH. Mais, comme le point I est au-dessus du 
point H, sans quoi la corde CD ne pourrait aller se 
terminer en D qu’en coupant CF en un autre point que 
C, on a aussi OH< OT: donc à plus forte raison OK 
est-il plus petit que OI. Mais OI—OG, puisque les 
cordes AB et CD sont égales : donc enfin OK<OG. 


Tarorème XII, 


95. Réciproquement, dans le même cercle ou dans 
des cercles Cgaux , deux cordes également éloig ornées 
du centre sont égales, et de deux cordes ineg D 
éloignées du centre, celle qui en est la plus près est 
la plus grande. 

Appliquez la règle du n° 93. 


$. IT. Des circonférences tentes el sécantes. 


96, Nous avons vu que trois points qui ne sont pas 
situés en ligne droite déterminaient une circonférence : 


“ 
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d’où il suit que deux circonférences ont au plus deux 
points communs. Deux circonférences qui se rencon- 
rent en deux points sont dites sécantes. Elles sont 
TANGENTES sé elles n'ont qu'un point commun. 


Tarorème XIII. 


97. Lorsque deux circonférences se coupent, la 
droite qui joint leurs centres est perpendiculaire sur 
le milieu de la corde commune, 
En effet, si l’on élève une perpendiculaire sur le mi- 
lieu de cette corde AB, elle ira passer par les deux Fig. 98. 
centres O et 0" (82) : donc elle auta deux points com- 
muns avec la AU O0, et coïncidera par conséquent 
avec elle ; donc OO est Senae cette perpendicu- 
laire élevée sur le milieu de AB. 


Taéorème XIV. 


96. Lorsque deux circonférences sont tangentes, 
le point de contact est sur la droite qui joint les 
centres. 

Considérons en effet deux circonférences O et O’ qui Fig. 28 
se coupent aux points À et B, et supposons que la se- et 29. 
conde tourne autour du. point fixe À : il arrivera un 
instant où le second point d'intersection B se sera réuni 
au premier, et alors les deux circonférences seront 
devenues tangentes. Or la droite qui joint les centres 
u’aura pas cessé d'être perpendiculaire sur le milieu 
de la corde commune: et, comme cette corde est alors 
réduite au point À , ce point doit se trouver sur la ligne 
des centres. Donc, etc. (*). 


(7) Si l’on veut démontrer ce théorème à priort, on dira: 
Supposons que le point de contact soit en M, hors de la droite Fig. 30, 
OO” qui joint les centres O et O”, Abaissons M A, per pendicu- 
laire sur OO", et prolongeons-la d’une quantité AM = AM, Il 
est clair que de cette manière la droite OO’ est pe rpendiculaire 

sur le milieu de M M’, et qu'ainsi les centres O et O sont cha- 
cun également Lloïdaes de ses extrémités M et M’: donc les deux 
circonférences passeront aussi par le point M’; donc elles au- 
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99. Scuorie. Le théorème précédent peut s’'énoncer 
de la manière suivante : 
Lorsque deux circonférences sont tangentes exte- 
rieurement ou intérieurement , la distance des centres 
est égale à la somme ou à la difference de leurs 
rayons. 

Fig. 29, En effet, le point de contact À , devant se trouver 
sur la droite qui joint les centres (98), sera situé entre 
les deux centres, ou les laissera tous deux d’un même 
côté; mais alors il est évident que, dans le premier 
cas, leur distance O O' est égale à la somme O À + O'A 
des deux rayons, et que dans le second elle est égale à 
leur différence O A — OA. 


Tuéoreme XV. 


400. Réciproquement, deux circonferences sont 
tangentes lorsqu'elles ont un point commun A sur 
la droite qui joint les centres. 

Nous considérerons deux cas, selon que le point 
commun À sera entre les deux centres O et O”, ou sur 
le prolongement de la droite qui les unit. 

4° Joignons les deux centres O et O’ avec un point 
quelconque M de la circonférence O” : nous formerons 
ainsi la brisée OMO”, qui sera plus grande que la 
droite O A O’. Retranchons d’une part M O'et de l’au- 
tre son égale O’A : il restera OM > O A : donc tous 
les points de la circonférence O° sont, à l'exception 
de A, extérieurs à la circonférence O, donc ces deux 
circonférences se touchent exférieurement en A. 

2° Joignons encore les centres O et O” avec un point 
quelconque M de la circouférence O’. La droiteO M 
est plus courte que la brisée OO'M, ou que son égale 
O A : ainsi tous les points de la circonférence O” sont 
intérieurs à la circonférence O; donc ces deux circon- 
férences se touchent zrferieurement en À. 


ront deux points communs, ce qui est contraire à l’hypothèse. 
Donc le point de contact M ne peut pas être hors de la droite 
OO 
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On pourrait encore démontrer cette réciproque par 
la réduction à l’absurde (95), et en s'appuyant sur le 
théorème du n° 97. 

AO. Scaour. Cette réciproque peut s’énoncer 
comme il suit : | 

Deux circonferences sont tangentes extérieurement 
ou intérieurement lorsque la distance de leurs centres 
est égale à la somme ou à la différence de leurs 
rayons. 

4° Supposons que la distance OO" des centres soit Fig. 29. 
égale à la somme des rayons; soit O A Pun des rayons, 
l'autre sera nécessairement O’A : donc les deux circon- 
férences passeront par le point A de la droite O0”; 
donc elles seront tangentes (100). 

2° Supposons que la distance O 0° des centres soit 
égale à la différence des rayons, le plus grand se com- 
posera alors du plus petit et de cette distance : donc si 
OA est ce plus grand rayon, le plus petit sera néces- 
sairement O’A; donc les deux circonférences passeront 
alors par le point A de la droite OO’; donc elles seront 
tangentes (100). 

102. CorozLarre. Il suit de cette proposition et de 
la précédente (98 et 100) que Za droite indefinie O A 
est le lieu géométrique des centres de toutes les 
circonférences tangentes à la circonference O au 
point À; et si par le point À on mène une perpendi- 
culaire TT’ à OA, cette droite sera une tangente com- 
mune à toutes ces circonférences. Or, chacune de ces 
circonférences enveloppe toutes celles dont les centres 
sont compris entre le sien et le point À : donc ces 
circonférences s’approchent d'autant plus de cette tan- 
gente que leurs rayons-sont plus grands; de sorte qu’oz 
peut regarder la tangente TT’ comme leur limite, c’est- 
à-dire comme une circonférence dont le rayon est 
infiné. 

Tarorime XVI. 


405. Pour que deux circonferences se coupent, 


Fig. 28. 
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il faut et il suffit que la distance de leurs centres 
soit plus petite que la somme .de leurs rayons ste 
plus grande que leur difference. 

Prouvons d’abord que ces deux conditions sont né- 
cessaires, et nous ferons voir ensuite qu’elles sont 
suffisantes. 

4° Soient O et O” les centres de deux circonférences 
qui se coupent : k droite OO" sera perpendiculaire sur 
le milieu de la corde qui joint leurs points d’intersec- 
tion À et B, de sorte que ces points seront situés de 
part et d'autre de cette droite ; si donc on tire OA 
et O’A, on aura 

OO0'<OAZLO'A et OA<OO'+0'A, d'où 
OO0O'>OA—O'A, en supposant OA©O'A. Donc, 


quand deux cercles se coupent, la distance des cen- 


tres est plus petite que la somme de leurs rayons et 


Fig. 31. 


Fig. 32. 


plus grande que leur di iférence. Ces deux conditions 
sont de nécessaires pour qu 71 Y ait intersection. 

2° Elles sont suffisantes. Nous le démontrerons en 
prouvant que les deux circonférences ne peuvent être 
ni extérieures , ni (angentes , ni rterieures l'une à 
l'autre. 

Sz elles étaient extérieures, la droite qui irait du 
centre O au centre O', rencontrerait d’abord la pre- 
mière circonférence en A, pour en sortir et rencontrer 
ensuite la deuxième circonférence en A’; donc on aurait 

OO = 0 A+ A A"+ AO, 
de sorte que /a distance des centres serait plus grande 
que la somme des rayons, et nous la supposons plus 
petite. 

Si les deux circonférences étaient tangentes > la 
distance des centres serait égale à la somme ou à la 
différence de leurs rayons (AOZ), et nous supposons 
qu'il n’en est pas ainsi. 

Si les deux cireonférences étaient intérieures l'une 
a l’autre, la droite qui irait du centre O au centre O’ 
rencontrerait d’abord la seconde circonférence en A’, 
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pour en sortir et rencontrer ensuite la première cir- 
conférence en À, donc on aurait 
! Th! ! 
donc le plus grand rayon surpasserait la somme faite 
ti 
du plus petit rayon et de la distance des centres, ou, 
ce qui revient au même, /a distance des centres serait 
q D 
moindre que la différence des rayons , et nous sup- 
posons le contraire. Donc les deux circonférences ne 
* peuvent être ni extérieures, n1 tangentes, ni intérieures 
l’une à l’autre; donc elles se coupent. 
104. Scnouie 1. Si l’on. ignore lequel des deux 
5 
rayons est le plus grand, il faudra verifier que cha- 
que rayon est plus petit que la somme faite de l’au- 
tre rayon et de la distance des centres , pour être sûr 
que la seconde condition est satisfaite. 


$. III. De la mesure des angles. 


Taéorème XVII 


405. Dans la même circonference ou dans des 
circonférences égales, les angles au centre (on ap- 
pelle ainsi ceux qui ont leur sommet au centre) AOB Fig. 33. 
et COD, qui comprennent des arcs egaux AB et 
CD entre leurs cotés, sont égaux. 

_ Par le milieu I de l’arc AC menez le diamètre IK, 
et pliez ensuite la figure le long de ce diamètre : il est 
clair que de cette manière le point À viendra se placer 
en C, et le point B en D, puisque nous supposons l’arc 
AB—CD. L’angle AOB recouvrira donc exactement 
l'angle COD, et par conséquent ces angles sont 
égaux (34). 
__ TaéorèmMe XVIII. 

106. Réciproquement, dans la méme circonfe- 
rence ou dans des circonferences égales, si deux an- 
gles au centre AOB et COD sont égaux, les urcs 
AB et CD compris entre leurs cotes sont aussi 
egaux. 


Fig. 34, 


Fig. 35. 


Fig. 36. 


4.4 LEÇONS DE GÉOMÉTRIE. 

On démontrera cette réciproque d’après la règle du 
n° 48, ou bien on pourra imiter la démonstration de 
la proposition directe. 

s e 


407. CororratrE. Un angle droit dont le sommet 
est au centre interceple entre ses cotés un quart de 
la circonference où ur QuADRrAN. Réciproquement, 
si un angle au centre AOB comprend un quadran 
entre ses côtés, cet angle sera droit : car si l’on pro- 
longe le côté AO , on formera un angle BOC=AOB, 
puisque BC sera nécessairement un quadran; donc ces” 
deux angles sont droits. 


THéoriMEe XIX. 


408. Dans le méme cercle ou dans des cercles 
égaux, deux angles au centre AOB, DCF, sont 
proportionnels aux arcs AB, DF, compris entre 
leurs cotes, c’est-à-dire que l’on aura la proportion 


AOB : DCF :: AB :DPF. 


Il peut se présenter deux cas, suivant que les arcs 
AB et DEF seront commensurables ou qu'ils ne le se- 
ront pas. 

4° Supposons que les arcs AB et DF soient com- 
mensurables, et que leur commune mesure soit con- 
tenue 8 fois dans AB et 3 fois dans DF:le rapport de 
ces deux arcs sera donc À. Si l’on joint tous leurs points 
de division aux centres O et C, on aura partagé les 
angles AOB et DCF, respectivement, en 8 et en 3 par- 
ties égales, et comme les parties du premier sont égales 
à celles du second (405), car il en est ainsi des sub- 
divisions des arcs AB et DF', on voit que le rapport 
de AOB à DCF est aussi $; donc 

AOB :DCF :: AB: DEF. 

2° Supposons que les arcs AB et DEF soient incom- 

mensurables. Je partage l'arc DF en un nombre quel- 


conque de parties égales, et je porte l’une de ces 
parties sur AB autant de fois qu’elle pourra y être 
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contenue : soit BG, le reste, que Je trouverait ainsi. Je 
joins OG; et comme les arcs AG et DF sont com- 
Des on aura 
AOGHPAC 
DCF Dre 
ou, ce qui revient au même , 
AOB—BOG  AB—BG 
DCE ETS UT 
. Or BG et BOG sont deux quantités variables qui 
tendent vers zéro à mesure que le nombre des parties 


dans lesquelles on divise l'arc DF est plus grand; donc 


AOB—BOG AB—BG 
et re tendent 


les ra pports variables 


DCE DE 
respectivement vers leslimites- so et 2e mais ces raP- 
P DCF D F? P 


ports variables sont constamment égaux; donc leurs 
limites sont égales (Arith. 240); donc 


AOB AB à 
Do Det0 ou AOB : DCF :: AB:DPF, 


ce qu'il fallait démontrer (*). 


(*) On peut remplacer cette démonstration par la suivante, Fig. 37, 
due à Ampére, et qui nous paraît plus simple. 

Portons l'arc DE sur Parc AB autant de fois que la chose 
sera possible, nous trouverons qu'il y est contenu deux fois 
avec le reste LB : de sorte que 

AB—2DF+IB. 

Mais si nous joignons les points de division GetI avec le cen- 
tre, nous formerons les deux angles à OGetGOI, égaux à 
DGF (105); de sorte que % 

AOB—2DCF—+LIOB; 

Ainsi l'angle À OB contient l’angle DCF autant de fois que 
larc AB contient l’arc DF, et l'angle restant I OB correspond 
à l'arc restant IB : par conséquent, si l’on porte à son tour I B 
sur D F, et que l’on joigne les points de division avec le centre 
C, on verra de même que l’angle DC F contiendra 10 B autant 
de fois que DF contient IB, et que l'angle restant K CF, cor- 
respondra à l’arc restant KE, et ainsi des suite, si l’on continue 
d'effectuer sur les arcs AB ct DEF et sur a angles AOB ct 


Fig. 38. 
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THÉORÈME XX. 


109. Un angle a pour mesure l’arc compris entre 
ses cotes et décrit de son sommet comme centre. 

Mesurer un angle, c’est chercher le rapport de cet 
angle à ‘un autre angle pris pour unité. Si donc A est 
l’angle à mesurer, et D l'unité angulaire, la mesure de 
l’anglé A sera le rapport de À à D. Mais nous venons 
de voir que deux angles sont proportionnels aux 
arcs compris entre leurs côtés et décrits de leurs som- 
mets comme centres, avec des rayons égaux : donc, si 
des points A.et D comme centres, et avec la même ou- 
verture de compas, nous décrivons les arcs B et OC, le 
rapport s sera le même que celui a et par consé- 
quent ce dernier sera la mesure de l'angle A. Or, st l’on 
convient de prendre l’are G pour unité d'arc, le rap- 


B 
port G Sera la mesure de l’arc B : donc la mesure de 


l'arc B sera aussi celle de l'angle A, ce qu'on énonce 
en disant qu'un angle a pour mesure l'arc compris 
entre ses cotés, et décrit de son sommet comme 
centre. 

. A10. Scuorre. Remarquons toutefois qu'il ne faut 
pas prendre à la lettre cette manière de s’énoncer : car 
elle est tout à fait inexacte, attendu que l’on ne peut 
comparer entre elles que des quantités homogènes, 
tandis qu'un angle et un arc sont des quantités d’es- 


pèces essentiellement différentes; mais quand on dit 
à 


DCF les opérations nécessaires pour trouver la commune me- 
sure des deux premières quantités et celle des deux autres. Les 
deux séries de quotients que l’on trouvera ainsi seront donc les 
mêmes, Par conséquent, si on développe en fraction continue le 
rapport des deux arcs AB et DFet celui des deux angles À O B 
et DCF, on trouvera la même expression (30); donc ces deux 
rapports sont égaux ; donc on a la proportion 


AOB;DCF::AB:DPF, 
ce qu'il fallait démontrer. 
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qu’un angle a pour mesure l'arc compris entre ses 
côtés et décrit de son sommet comme centre, on doit 
entendre que le nombre abstrait qui exprime la me- 
sure de l'angle est celui même qui exprime la mesure de 
l'arc compris entre ses cotes, en prenant pour unite 
d’arc l’arc décrit avec le même rayon entre les cotés 
de l’unite angulaire. 

AAA. On prend ordinairement l’angle droit pour 
unité angulaire, et par conséquent le quadran pour 
unité d’are : d’où l’on voit que, pour avoir alors la 
mesure d’un angle, il faudra chercher le rapport de 
l'arc compris entre ses cotés et décrit de son sommet 
comme centre au quadran de la circonference dont il 
Jail partie, ce qui ne saurait présenter de difficulté, 
puisqu'il suffira d'appliquer à ces deux arcs la mé- 
thode du n° 24 et le calcul du n° 25. 

A1. Pour faciliter, dans la pratique des arts, l’éva- 
luation du rapport d’un arc donné au quadran de la 
circonférence à laquelle il appartient, on est convenu 
de partager la circonférence en 400 parties égales que 
l’on nomme grades et que l’on désigne par la lettre #; 
de sorte que le quadran (?) contient 4005. On a en- 
suite subdivisé le grade en cent parties égales appelées 
minutes ("), et la minute en cent parties égales nom= 
mées secondes (”). Il suit de là que le grade est la cen- 
dième partie du quadran ; que la minute est la centième 
partie du grade, et par conséquent la dix millième 
partie du quadran ; enfin, que la seconde est la cen- 
tième partie de la minute, et partant la mrllionième 
partie du quadran ; de sorte qu’un nombre quelconque 
de grades, de minutes et de secondes peut toujours 
s'exprimer en fraction décimale du quadran. Par exem- 
ple; un arc de 1455 82’ 36” équivaut à 42,458236 : car 
1006 — 11; 45€ sont les 45 centièmes du quadran ; 
82 = 0,0082 et 36" — 0°,000036. Donc un angle qui 
comprend entre ses côtés un arc de 41458 82’ 36" vaut 
1°,458236, c’est-à-dire un angle droit, plus les quatre 
cent cinquante-huit mille deux cent trente-six millio- 


Fig. 89. 
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nièmes d’un droit. Donc, pour obtenir la mesure d’un 
angle, il suffira d’evaluer l'arc compris entre ses cotés 
en fraction décimale du quadran, et cette fraction, 
considérée comme exprimant des parties de l'angle 
droit, sera la mesure demandée. 

115. Avant l'établissement du système métrique 
decimal, on partageait la circonférence en 360 par- 
ties égales nommées degrés (°), de sorte que le quadran 
contenait 90°; le degré se subdivisait en 60 minutes, 
et la minute en 60 secondes Pour avoir, dans ce sys- 


tème, la mesure d’un angle, il faut donc prendre le 


rapport du nombre de degrés et de parties de degré 
contenus dans l'arc correspondant à 90°. Pour cela, on 
convertit cet arc, ainsi que 90°, en unités de la plus 
basse espèce de celles qu'il contient, et l'on prend le 
rapport des deux z20ombres abstraits ainsi trouvés. Par 
exemple, si l’angle à mesurer intercepte entre ses cotés 
un arc de 36° 54! 45”, on réduira cet arc en secondes, 
ce qui donnera 132885”, on verra de même que 
90° = 324000", de sorte que l'angle donné est les 
735888 = 253% de l'angle droit. 

Cette division de la circonférence en 360 parties 
égales présente des avantages qui la font encore pré- 
férer à la nouvelle dans bien des circonstances. Le 
principal tient à la propriété nue le nombre 360 d’a- 
voir beaucoup de diviseurs : ainsi4,1,4,1,41,4, Cut 
5) 35, etc., de la circonférence, valent respective- 


ment 480°, 190», 90°, 72°, 60°, n°, 90°, 30°, 24°, etc. 
AAA. Mais comment évalue le oribre de parties 
du quadran contenues dans un arc donné? On y par- 
vient au moyen du rapporteur. C’est un demi-cercle 
en cuivre ou en corne, dont la circonférence est di- 
visée en grades ou en degrés, et quelquefois en demi- 
grades ou en demi-degrés. Si linstrument est en cui- 
vre, la partie A’B'C est évidée, et le centre est indiqué 
par un très-petit cran O. Deux autres entailles A’ et C’ 
laissent voir les deux points A’ et C’ du diamètre 
AOC. Le rapporteur en corne n’a pas besoin de ces 
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entailles à cause de sa transparence ; seulement il est 
percé. à son centre d'un très-petit lrou. 

Si maintenant on veut savoir combien un arc MN Fig. 40. 
vaut de degrés, par exemple, on mènera de son centre 
O à ses extrémités deux droites indéfinies, puis on pla- 
cera le diamètre AG d'un rapporteur divisé en 180° 
sur le côté OM, de manière que son centre coïncide 
exactement avec celui de l’are MN , et l'on verra par 
quelle division passe l’autre côté ON; le numéro de 
cette division indiquera le nombre de degrés de larc 
MN : car tous les arcs compris entre les côtés de Pan- 
gle NOM doivent être du même nombre de degrés, 
puisque le rapport de chacun d’eux au quadran de la 
circonférence à laquelle il appartient, étant la mesure 
de cet angle (409), doit être une quantité con- 
stante. | 

Si le côté ON passait entre deux traits consécutifs 
de la division du limbe, on verrait duquel il se rap- 
proche le plus; ce serait alors le numéro de ce trait 
que l’on prendrait pour l'indication du nombre de de- 
grés de l'arc, et l’on aurait ainsi la valeur de cet arc 
a moins d’un demi-degré près. 


THéorRèME XXL 


AAÂS. Tout angle inscrit (on appelle ainsi celui 
qui est forme par deux cordes qui se coupent sur la 
circonférence ) a pour mesure la moitie de l’arc com- 
pris entre ses Cotes. 

Nous distinguerons trois cas, selon que le centre sera 
sur un des côtés de l'angle, qu'il sera intérieur ou ex- 
térieur à l’angle. 

1° Soit l'angle BAC, dont le côté AC passe par le Fig. 41, 
centre O. Si nous menons le diamètre [K parallèle à 
AB, nous formerons l'angle [OC égal à BAC son cor- 
respondant, par rapport aux parallèles AB et [O et à la 
.Sécante À C; or l'angle au centre LOC a pour mesure 
l'arc IC compris ÉnbEe ses CÔtés : donc l'angle BAC a 
aussi js mésure cet are IC. Mais l'arc IC est égal à 

f} 


Fig. 42. 
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AK; car ils correspondent aux angles égaux 10OC et 
AOK (49 et 106 ); d’un autre côté l'arc À K est égal à 
BI, puisqu'ils sont compris entre les cordes parallèles 
AB et IK (89) : donc les deux arcs IC et BI, égaux 
à un troisième AK, sont égaux; donc IC est la moitié 
de l'arc BG; donc enfin l'angle BAC a pour mesure la 
moitié de l’arc BC compris entre ses côtés. 

2° Cousidérons l'angle BAD qui comprend le centre 
entre ses côtés. Si nous menons le diamètre AG, nous 
le décomposerons dans les deux angles BAC et*GAD, 
de sorte qu'il aura pour mesure la somme des mesures 
de ces angles. Mais, d’après ce que nous venons de 
voir, les angles B AC et GAD ont respectivement pour 
mesures la moitié de BC et la moitié de CD : donc 
l'angle BAD a pour mesure BC + 1 CD, à 
la moitié de BCD. - 

3° Soit enfin l’angle FAB auquel le centre est ex- 
térieur, Je tire encore le diamètre AC, et je forme 
ainsi les deux angles FAC et BAC, dont la différence 
est précisément l’angle proposé FAB : done sa mesure 
sera la différence de leurs mesures. Or les angles FAC 
et BAC, dont un des côtés passe par le centre, ont res- 
pectivement pour mesures la moitié de Le et la moitié 
de BC : donc l’angle FAB a pour mesure 4 FC— BC, 
c'est-à-dire la moitié de FB. 

446. ConorraiRe 1. Tous les ang 2les ABC, ADC, 
AFC, inscrits dans un même arc ABC, c tache 


qui ont leurs sommets placés sur cet arc, et dont les 


Fig. 45. 


côtés passent par ses extrémités À et C, sont égaux, 
puisqu'ils ont pour mesure la moitié du même arc 
AMC, compris entre leurs côtés. 

4147. Corozraire n. Tout angle DOF énscrit dans 
une demni- -circonférence est un angle droit : caräl a 
pour mesure la moitié de l’arc DM F compris entre ses 
côtés, c'est-à-dire un quadran (407). 
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Taionr ÈME XXII. 


448. L'angle BAT forme par une corde et la tan-Tig. 41, 
gente à l’une de ses extrémités a pour mesure la 
moitie de l’arce BMA compris entre ses cotes. 

Si l’on conçoit en effet que la corde AD, supposée 
prolongée indéfiniment, tourne autour du point À, de 
inanière qu'elle tende à sortir de la circonférence, le 
point D se rapprochera sans cesse de À, et l'angle BAD 
ne cessera pas d’avoir pour mesure la moitié de l'arc 
BCD compris entre ses côtés : donc à la limite, c’est- 
à-dire quand le point D sera venu se réunir au point 
A ,ou, en d’autres termes, quand la sécante AD sera 
devenue la tangente AT, l'angle correspondant B AT 
aura encore pour mesure la moitié de l'arc BMA com- 
pris entre ses côtés (*), | 


Taxorkme XXIIT. 
449. L’angle D'AB, formé par une corde AB er 


par le prolongement d’une autre AT, a pour mesure 
la demi-somme des arcs FN A et AMB, sous-tendus 
ar ces cordes. 

Eu effet la somme des angles adjacents BAD’ et FAB 
vaut deux droits : donc la somme de leurs mesures est 
une demi-circonférence; or l'angle inscrit FAB a pour 
mesure la moitié de l'arc FB compris entre ses côtés; 
donc, en retranchant cette moitié d’une demi-circon- 
férence, on aura la mesure de l'angle BAD”. Mais re- 


(*) On peut démontrer ce théorème directement de la ma- 
nière suivante : Par le point de contact À menons le diamètre 
AC, nous décomposerons ainsi l'angle B AT dans les deux an- 
gles BAC et CAT: donc il aura pour mesure la somme de 
leurs mesures. Or l'angle CAT, qui est droit (84), a pour me- 
sure un quadran (109), c’est-à-dire la moitié de la demi-circon- 
férence À MC; l'angle inscrit BAC a pour mesure la moitié de 
Parc BC compris entre ses côtés : donc l'angle BAT a pour 
mesure + AMC-+<BC, c’est-à-dire la moitié de l'arc A MB in- 
tercepté par ses côtés, 


Fig. 44. 
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trancher £ FB d’une demi-circonférence, LeVÉn PE 
demment à retrancher FB de la circonférence entière 
et à prendre la moitié du reste FN AMB, donc enfin 
l'angle BAD” a pour mesure FNAMB, c'est-à-dire la 
demi-somme des deux arcs FN A et AMB (*). 


TuéorndME XXIV. 


120. L'angle ABC, dont le sommet est place entre 
le centre et D Curconfér ence ; & pour mesure la demi- 
somme des arcs AC et DF compris entre ses cotes et 
leurs prolongements. 

Si nous menons par le point F la parallèle FI au 
côté BC, nous formerons langle inscrit AFI, égal à 
l'angle ABC : donc l'angle ABC aura pour mesure la 
moitié de ACI (A5 Q} c’est-à-dire la moitié de AC 
plus la moitié de CI. Mais l'arc C1 — DF (89) : donc 


(1) Ce théorème est, ainsi que le précédent, un cas particu- 
lier de celui du n° 115. Pour le faire voir, nous admettrons 
une convention que l’on fait dans l'application de lalgèbre à la 
géométrie, savoir, que quand deux distances sont comptées dans 
des sens directement contraires, on indique cette opposition de 
direction en les affectant l’une du signe plus et l’autre du signe 
MONS. 

Cela posé, la proposition du n° 115 revient à dire qu’ux angle 
inscrit a pour mesure la demi-différence des arcs sous-tendus par 
ses côtés, en comptant ces deux arcs dans le méme sens. Ainsi 
AMB—AMD 
nr nn Nas 


222 


l'angle BAD a pour mesure et cetle mcosure 


restera la même lorsque le côte A D tournera autour du som- 
met À : donc, quand A D sera devenue Ja tangente AT, l'angle 
AMB 


L9 


: car alors Parc À M D sera nul. 


BAT aura pour mesure 


Si A D continue de tourner, son prolongement rentrera dans la 
circonférence , et Parc sous-tendu A NF, étant compté en sens 
contraire de A M B, sera négatif; mais pour avoir la mesure de 
D'AB, il faut retrancher la moitié de cet arc A NF de celle de 


A MB SAN Re 
AMB : donc cet angle aura pour mesure À —— — 
FNAMB Fab 2 2 
————— : Car, pour sousiraire une quantité d’une autre, il faut. 


2 
l'écrire à la suite de cette autre avec un signe contraire au sien, 
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enfin l'angle ABC a-pour mesure la moitié de AC plus 
la moitié de DF, ce quil fallait démontrer. 


L TaHéorèMEe XXV. 


424. L'angle ABC, dont le sommet est situé hors pig, 45. 
de la circonference, a pour mesure la demi-difference 
des arcs concave et convexe AG et DF compris entre 
ses COIES. 

Menons par le point F la parallèle FT au côté BC, 
et nous formerons l'angle inscrit AFT, égal à ABC: 
donc cet angle ABC aura pour mesure la moitié de 
l'arc AI compris entre les côtés de AFI, ou, ce qui 
revient au même, Ja demi-différence des arcs A C et CT. 
Mais CI — DEF : donc l'angle ABC a pour mesure la 
demi-différence des arcs AC et DF, ce qu'il fallait dé- 
montrer. 

422. Nous avons vu qu’un angle au centre a pour 
mesure l'arc compris entre ses côtés. On peut se de- 
mander si la réciproque de cette proposition est vraie, 
c'est-à-dire si de ce qu’un angle a pour mesure l'arc 
concave AMC compris entre ses cotés, on doit con- Fig, 46. 
clure que cet angle ait son sommet au centre. 

Le principe que nous avons posé au n° 93 va nous 
conduire à la solution de cette question. En effet, si 
l'angle dont il s’agit n'a pas son sommet au centre, il 
l'aura nécessairement ou hors de la circonférence, ou 
sur la circonférence, ou entre cette courbe et le cen- 
tre. Dans le premier cas sa mesure sera moindre que 
la moitié de AMC (424), et dans le second elle sera 
précisément la moitié de AMC (449) : donc les deux 
premières hypothèses ne peuvent avoir lieu. Actuelle- 
ment si le sommet de l'angle est placé entre le centre 
et la circonférence, cet angle aura pour mesure la 
moitié de l'arc A MC compris entre ses côtés, plus la 
moitié de l'arc comprisentre leurs prolongements(120): 
donc pour qu'il ait pour mesure l’are AMC, il suffira 
que l'arc compris entre les prolongements de ces côtés 
soit égal à AMC, donc si l’on prend un arc guelcon- 


Fig. 42. 


Fig. 47. 
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que DNF égal à AMC, et que lon tire les cordes 
transversales AF et DC, on formera un angle ABC 
qui aura pour mesure l'arc AMC compris entre ses 
côtés, et dont le sominet ne sera pas au centre; et l’on 


voit qu'il y a une infinité d'angles qui jouissent de 


cette propriété. Donc /4 réciproque du théorème XX 
est fausse. 
Taéorème XX VI. 


493. Tout angle qui a pour mesure la mottie de 
l'arc concave AMC, compris entre ses cotes, a son 
sommet place sur la Pa restante de la circonfe- 
rence. 

Cette proposition est la réciproque de cite ai 

1° AA, et se démontrera d’ après la règle du n° 93. 

42%. Côorocrare. Il suit de ià que si l’on fait mou- 
voir un angle ABC sur un plan, de manière que ses 
deux côtés passent constamment par deux points fixes 
A et C de ce plan, son sommet B décrira un arc de 
cercle tel que tous les angles que l’on pourra y inscrire 
seront égaux à l’angle B. 

125. Remarquons que si l’angle B était droit, Vars 
dont il s’agit serait une demi-circonférence (407). 
Donc le lieu des sommets de tous les angles droits 
dont les cotés passent par deux points donnes, est 
une circonference dont le diamètre est la droite qui 
les unit. | 
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CHAPITRE IIL 


PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE ET LA CIRCONFÉRENCE, 


PROBLÈME I. 


426. Partager une droite donnee AB en deux par- 
lies egales par une perpendiculaire. 

La “question revient évidemment (60) à trouver deux 
points également distants des extrémités A et B de la 
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droite donnée. En conséquence, du point À comme 
centre, et avec une ouverture de compas plus g crande 
que la moitié de AB, on décrira de part et d'autre de 
cette ligne deux arcs dé circonférence CD, C'D'; puis 
du point B comme centre, et avec la même ouverture 
de compas, on décrira parbillement deux nouveaux 
arcs FG, F'G', qui couperont les premiers aux points 
M et M’. Ces points seront chacun également distants 
des points À et B: donc la droite MM qui les unit est 
perpendiculaire sur le milieu de A B. 

Les deux ares CD et C'D'se couperont, car, puisque 
nous avons pris une ouverture de compas plus grande 
que la moitié de AB, la somme de leurs rayons est 
plus grande que cette droite, c’est-à-dire que la distance 
des centres; et comme d’ailleurs ces rayons sont égaux, 
leur différence est nulle, et par conséquent moindre 
que cette même distance. Ainsi les conditions d'inter- 
section sont remplies (105). 

Nous avons marqué de part et d'autre de AB Les 
deux points M et M’ qui déterminent la perpendi- 
culaire demandée, parce qu’une droite qui doit passer 
par deux points est d'autant mieux déterminée que 
ces points sont plus éloignés. On conçoit, en effet, que 
si l’on ne plaçait pas l’arête de la règle rigoureuse- 
ment à égale distance des deux points , Ja ee que 
l'on tracerait dévierait d'autant plus de la droite 
demandée que les deux points seraient plus près lun de 
l’autre. 


. Pro8L£eME Il. 


497. Par un point O donné sur une -droite AB , Fig. 48. 
élever une perpendiculaire sur cette droite. 

Nous distinguerons deux cas, selon que la droite AB 
sera indéfinie, ou qu'on ne pourra pas la prolonger au 
delà du point ©. 

4° Il est clair que si l’on prend de part et d'autre 
du point O les deux distances égales OC et OD , ilne 
s'agira plus que d'élever une perpendiculaire sur le 


Fig. 43, 
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milieu de CD, et il suffira, pour cela, de trouver un 
point équidistant de G et de D, puique O jouit déjà de 
cette propriété. En conséquence, des points C et D 
comme centres, et avec une ouverture de compas 
plus grande que GO, on décrira deux arcs qui se cou- 
peront au pot G,et en tirant GO, le problème sera 
résolu. 
2e D'un point quelconque C comme centre, avec CO 


. pour rayon, décrivez une circonférence, par le point F 


Fig. 49. 


où cette circonférence coupe AB tirez le diamètre 
FOD , et en joignant OD vous aurez la perpendiculaire 
demandée (147). 


PROBLÈME III, 


428. D'un point G donne hors d'une droite AB, 
abaisser une perpendiculaire sur celte droite. 

Si l’on prend sur la droite AB un point quel- 
conque D, et aue du point G comme centre, avec GD 
pour rayon, on décrive une circonférence, il est clair 
qu’elle coupera AB en un second point C (B5, 1°), et 
le point G sera ainsi également distant de D et de C: 
si donc on marque un second point G’ qui soit aussi 
équidistant de D et C (426), il suffira de le joindre 
au point G pour avoir la perpendiculaire demandée. 

Si la droite AB n'est pas assez grande pour que 
l’arc décrit du point G comme centre, avec le rayon 
GD, puisse la couper en un second point, on prendra 
sur cette ligne un autre point quelconque A, puis des 
deux Noife A et D comme centres, avec les rayons res- 
pectifs AG et DG, on décrira au-dessous de AB deux 
arcs qui se couperont en G” : de cette manière les points 
A et D seront équidistants de G et de Gr, de sorte que 
la droite AB sera perpendiculaire sur GG’ (60), et 
réciproquement. 

PROBLÈME IV. 


499. Par le point À de la droite ÂB mener une 
droite qui fasse avec elle un angle égal à un angle 
donné C. 


En at à = à DÉD. 
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Du sommet de l'angle C, et avec un rayon quel- 
conque, je décris entre ses côtés l'arc MN; puis du 
point À comme centre, et avec le même rayon, je dé- 
cris à partir de la droite AB, l'arc PQ , sur lequel je 
porte de P en D une ouverture de compas égale à la 
corde de l’are MN; je joins AD, et l'angle D AB est 
égal à NOM : car ce sont des angles au centre qui in- 
terceptent des arcs égaux dans deux circonférences 


égales (105). 
PROBLÈME V. 


450. Diviser un angle donné AOB en deux par- Fig, 50. 
tes egales. 

Du sommet O comme centre, et avec un rayon ar- 
bitraire AO, décrivez l’are AMB, entre les côtés de l’an- 
gle donné; puis abaïssez du centre une perpendiculaire 
sur la corde de cet arc, et le problème sera résolu (84 
et 4105). 

On pourra donc partager un angle en un nombre 
de parties égales qui soit une puissance parfaite 


de 2 (405). 
ProBLèmMe VI 


431. Par un point donne C , mener ne parallèle Fig. 51, 
à une droite donnee AB. | 

Ce problème est susceptible de plusieurs solutions, 
parmi lesquelles nous citerons les suivantes : 
, 1° Si l’on mène par le point C une sécante quel- 
conque CD, il est clair qu'il suffira de faire au point C, 
et avec cette droite, un angle égal à CD A, ce qui ne 
saurait présenter de difficulté, mais, comme le rayon 
des arcs à décrire, pour faire cet angle, est arbitraire, 
nous le choisirons égal à CD : de cette manière nous 
pourrons nous dispenser de tracer cette droite CD. 
Ainsi, du point C comme centre, et d’un rayon aussi 
grand qu'il sera possible, décrivez, à partir dg AB, 
are DF; puis du point D comme centre et avec la 
même ouverture de compas , décrivez l'arc CA; prenez 


Fig. 92. 


Fig. 53. 


C 


Fig. 22, 


Fig. 54. 
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ensuite l'arc DG—=CA, et joignez CG: cette droite 


résoudra le problème. 

2° D'un point quelconque D de AB, avec DC pour 
rayon, décrivez les deux arcs CA et BF, le premier 
terminé en C, et le second indéfini au-dessus de AB; 
prenez l’are BG—AC, et joignez CG : cette droite ré- 
soudra le problème (90). 

3° Placez sur AB le grand côté PQ d’une équerre de 
dessinateur PRQ, et appliquez une règle le long de 
l’un quelconque PR des deux autres côtés; puis, la 
maintenant invariablement dans cette position, faites 
glisser l'équerre le long de la règle jusqu’à ce que le 
grand côté vienne passer par le point C : alors la ligne 
CD, tracée le long de P'Q, résoudra le problème : car 
les angles correspondants R'P'Q'et RPQ sont évidem- 
ment égaux. 


PROBLÈME VII. 


432. Par trois points donnés À,B, C, faire pas- 
ser une circonference de cercle. 

Je joins AB et BC, j'élève des perpendiculaires DE 
et FG sur les milieux de ces droites, et de leur point 
d'intersection O comme centre , avec O A pour rayon, 


je décris une circonférence qui résoudra le problème. 


153. Scnorir. Pour trouver le centre d’un arc, 
tirez deux cordes quelconques, élevez des perpendi- 
culaires sur les milieux de ces cordes, et leur point 
d’intersection sera le centre demande. 


Pro8rèmMEe VIIL 


154. Décrire une circonférence qui touche la 
droite AB au pornt CG et qui pas: se en outre par le 


point D. 


Le lieu géométrique des centres des circonférences 
tangentes à la droite AB au point GC est la perpendicu- 
laire FF élevée par ce point sur cette droite (84) : 
donc le centre de la circonférence demandée est sur 
FF; 1l doit aussi se trouver sur la perpendiculaire G'G 


PROBLÈMES SUR LE LIVRE 1, 59 


élevée sur le milieu de CD (59 ou 82) : donc il est à 
leur point d’intersection O; décrivant donc une cir- 
conférence du point O ET centre avec Île rayon 
OA , on aura résolu le problème (58 et 87). 

Ce problème n’admet qu une solution, puisque, les 
deux droites FF’ et GG’ ne pouvant A qu un seul 
point d’ intersection, on n'obtient ainsi qu un seul 
centre, et partant qu un seul rayon. Il serait impos- 
sible si le point D était donné sur la droite AB : car 
alors les perpendiculaires FF” et GG” seraient paral- 
lèles (62). Dans tout autre cas il sera possible. 


PROBLÈME IX. 


135. Décrire sur une droite donnée AB un arc Fig. 55, 
CAPABLE de l’angle donné K,, c’est-à-dire tel que tous 
les angles or dans cet arc soient égaux à 
l’angle K. 

Supposons le problème résolu, et soit ACB lare 
demandé : tous les angles inscrits dans cet arc auront 
pour mesure la moitié de la partie restante AMB de 
la circonférence, et par conséquent cette moitié devra 
être la mesure de l'angle donné K. Donc si l’on fait au 
point B et au-dessous de AB langle ABD égal 
à K, cet angle aura pour mesure la moitié de AMB, 
et par conséquent BD sera tangente à la circonfé- 
rence (415. et 448) : donc cette circonférence doit 
passer par le point À, et toucher la droite BD au point 
B, ce qui nous ramène au problème précédent. 

Ainsi, pour résoudre le problème, on fera au point 
B et au-dessous de AB un angle ABD égal à K ; on 
élèvera au point B une perpendiculaire sur BD; on en 
mènera une seconde sur le milieu de AB; et du point O, 
où ces deux perpendiculaires se couperont, avee OB 
pour rayon, on décrira une circonférence. L’arc situé 
au-dessus de AB résoudra le problème. 

Quant à l'arc inférieur A MB, il est capable du sup- 
plément de l'angle donné : car la somme des deux 
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angles ÂAMB et ACB a pour mesure la moitié de la 
circonférence. 

Donc si l’angle donné K est droit, l’arc demandé 
doit être une demi-circonférence; et, en effet, la per- 
. pendiculaire élevée sur BD au point B coïncide alôts 
avec AB. Cela résulte encore de la remarque que nous 
avons faite au n° A25. 


_ 


PROBLÈME X. 


Fig.®%. 156. Par un point À donné sur le plan d'une 
circonference » mener une tangente à cette circonfe- 
rence. 

Nous distinguerons deux cas, Rae que le point 
donné sera situé sur la circonférence ou partout ail- 
leurs que sur cette courbe, 

Fig. 86.22.4° Le point A étant situé sur la circonférence, on le 
joindra au centre, et en élevant ensuite au point À une 
perpendiculaire sur le rayon OA, on aufa la tangente 
demandée (87). 

36. 2° Supposons que le point À ne soit pas situé sur la 
circonférence et que AT soit la tangente demandée. Si 
nous joignons OT, l'angle OT A ainsi formé sera droit: 
donc son sommet se trouvera sur la circonférence dé- 
crite sur O À comme diamètre (125). Mais ce sommet 
doit aussi se trouver sur la-circonférence donnée: donc 
il sera à l’intersection de ces deux circonférences. Ainsi, 
pour résoudre le problème, on tirera OA; sur cette 
droite, comme diamètre, on décrira une circonférence, 
et, en joignant le point donné A avec les points d’in- 
tersection T et T, on aura les deux tangentes AT et 
AT”, qui résolvent également le problème. Si l’on joint 
en effet OT et OT", on formera des angles droits OT A 
et OT'A (447) : donc ces droites sont chacune per- 
pendiculaires à l’extrémité d’un rayon, et par consé- 
quent tangentes à la circonférence. 

DISCUSSION. Pour que ie problème soit possible, il 
faut que la circonférence À TOT rencontre la circon- 

_férence donnée, ct le nombre des solutions sera celui 
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même de leurs points communs. Or, il peut se pré- 
senter trois cas que nous allons examiner successive- 
ment. 

4% cas. Le point À est extérieur & la circonference 
donnée. Alors OB est plus petit que OA, c’est-à-dire 
que la somme faite de l’autre rayon et de la distance 
des centres, puisque ces deux droites sont chacune la 
moitié de OA; d’un autre côté, cet autre rayon est 
moindre que la distance des centres augmentée de OB, 
donc déjà la distance des centres est plus grande que 
la différence des rayons (10%); elle est aussi moindre 
que leur somme, puisqu'elle est égale à l’un d’eux; 
douc les deux circonférences se coupent (405); donc 
il y a deux solutions. : 

2° cas. Le point À est sur la circonference donnee. 
Alors OB est égal à OA, c’est-à-dire à la distance des 
centres augmentée de l’autre rayon, ou, en d’autres 
termes, la distance des centres est égale à la différence 
des rayons; donc les deux circonférences se touchent 
intérieurement au point A (ÂOË), et il n’y a qu'une 
seule solution. 

3° cas. Le point À est intérieur à la circonference 
donnee. Alors OB est plus grand que OA, c’est-à-dire 
que la somme faite de la distance des centres et de 
l’autre rayon, donc la circonférence auxiliaire est in- 
. térieure à l’autre, et par conséquent le problème est 
impossible. 

457. Cororrame. Si l’on fait tourner la partie iu- 
férieure de la figure autour de OA comme charnière, 
les deux demi-circonférences AT'O et CT'B viendront 
recouvrir exactement leurs correspondantes supérieu- 
res : donc le point T’ viendra tomber à la fois sur ATO 
et sur BTC, et par conséquent à leur point de section T; 
donc {es dr tangentes AT et AT sont égales, et 
l'angle TAO — T’AO; de sorte que /4 droîte qui joint 
le point de concours si deux tangentes au centre, di- 
vise l'angle formé par ces tangentes en deux parties 
égales. 


Fig. 57. 


Fig. 8. 


rer \ 
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4538. Réciproquement, si l'on divise l’angle T AT” 


de deux tangentes en deux parties égales, la droite de 
division passera par le centre de la Écouter on sans 
quoi, en joignant ce centre avec le point A, l’angle 
TAT serait divisé en deux parties égales par deux 
droites distinctes, ce qui est absurde. 

Donc /e lieu u »s centres de toutes les circonfès ‘en 
ces tangentes à deux droites donnees est la droite qui 
divise ie angle en deux parties égales. 

139. On peut encore résoudre le problème précé- 
dent de la manière suivante : 

Décrivez des points O et À comme centres, et avec 
les rayons respectifs 20B et O A, deux circonférences 
qui se couperont aux points E et l'; joignez ensuite 
OLet Of", et les points T et T”, où ces droites rencon- 
treront la circonférence donnée, seront les points de 
contact des tangentes demandées: de sorte qu’en joi- 
gnant AT et AT", le problème sera résolu. Les points 
Tet À sont én effet équidistants de O et de [: donc AT 
est perpendiculaire sur O1 (69); donc cette droite est 
une tangente. 

Remarquons que cette méthode fournirait encore le 
moyen de résoudre le problème, lors même que la cir- 
conférence OB ne pourrait pas être tracée. Seulement, 
après avoir déterminé le point E, il faudrait chercher 


un point équidistant de Let de O; la droite qui l'uni- : 


rait au point À serait per péhdiculaire sr le milién: de 
OE, et serait par conséquent tangente à la circonfé- 
rence (*). 

PROBLÈME XI. 


449. Décrire une circonference qui soit tangente 
ätrois droites indéfinies PQ, RS et TU. 


Nous avons vu que le lieu des centres de toutes les 


(*) Cette méthode est une apphcation de celle que l’on em- 
ploie pour mener une tangente à l’ellipse par un point exté- 
rieur, quand on connaît son grand axe et ses foyers. 
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circonférences tangentes à deux droites est la droite 
qui partage leur angle en deux parties égales (438) : 
done si l’on divise les angles en A en deux parties égales 
par les droites DE et FG, le centre de la circonférence 
demaudée devra se trouver sur l’une ou sur l’autre de 
ces droites. Par la même raison il devra aussi se trou- 
ver sur l’une des deux droites IK et LM, qui partagent 
les angles en G en deux parties égales : donc il sera 
l’un des points où elles rencontrent les deux premières, 
c'est-à-dire O, O', O0" ou 0°”, de sorte que le pro- 
blème aura quatre solutions. Abaissons en effet du 
point O, par exemple, les perpendiculaires OC, OF, 
O A’sur les droites respectives RS, PQ, TU. Il est évi- 
dent que si lon plie la figure le long de OA, les droi- 
tes PQ et RS se recouvriront, puisque les angles SAO 
et Q AO sont égaux : done les perpendiculaires OC” et 
OB coincideront aussi, sans quoi on pourrait abaisser 
d'un même point deux perpendiculaires sur une même 
droite; donc elles sont égales. On verrait de même que 
OB —OA’, et qu'ainsi, si du point O comme centre, 
et avec O A’ pour rayon, on décrit une circonférence, 
elle sera tangente aux trois droites données. 

Les trois autres points O’, O" et O"” sont de même 
les centres de trois circonférences faciles à décrire, et 
qui seront aussi des solutions de la question. 

Quoiqu'on n'ait pas fait usage des angles en B, on 
ne doit pas penser que les droites qui les partagent en 
deux parties égales fournissent de nouvelles solutions : 
car ces droites, étant le lieu des centres de toutes les 
circonférences tangentes à RS et à TU, devront néces- 
sairement aller passer, l’une par les points O et 0", et 
l'autre par O” et O" 

Si l’on suppose que la droite RS, par exemple, tourne 
antour du point À, dans le sens indiqué par la flèche, 
en allant de droite à gauche, elle entraînera les droites 
GE et DE, de sorte que, quand elle sera devenue pa- 
rallèle à TU, ces droites le seront respectivement à IK 
età LM (69, 3°, et 70) : donc alors les centres O"et O” 


Fig, 59, 
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n'existeront plus, et ainsi le problème n'admettra plus 
que deux solutions (*). 


Eufin si les trois Ahoites che parallèles, le pro- 


blème serait évidemment impossible. 


ProgzèME XIL 


AAA. Décrire une circonférence qui touche une 
cireonférence donnée O, et soit en outre tangente à 
une droite donnée AB en un point donné C. 

Soit O' le centre inconnu de la circonférence deman- 
dée : ce point se trouvera évidemment sur la perpen- 
diculaire indéfinie D D", menée à AB par le point C, 
D'un autre côté, si les deux circonférences doivent 
être tangentes extérieurement, O O sera la somme des 
deux rayons : par conséquent, si l’on prend CD égal 
au rayon de O, le centre O’ sera également distant des 
points O et D, de sorte qu'il sera déterminé par Pin- 
Re de D D’ avec la perpendiculaire FF” élevée 
sur le milieu de OD. Mais si les deux circonférences 


| de se toucher intérieurement, la distance de leurs 


centres sera la différence de leurs rayons; et consé- 
quemment si l’on prend CD” égal an rayon de la cir- 
conférence O, le centre inconnu sera équidistant des 
points O et D, et se trouvera ainsi à l'intersection O” 
de DD’ avec la perpendiculaire GG” élevée sur le mi- 
lieu de O D". - 

On voit donc que le problème adinet en général 
deux solutions, si, comme nous l'avons supposé, le 
point C est extérieur à la circonférence donnée. Cepen- 


(*)Ilest clair que, dans le mouvement de la droite AE au- 
tour de À , le point O° s’éloignera de plus en plus du point C, 
et qu'en même temps l'angle AO'C=O'AE (69, 1°) diminuera 
continuellement. On voit encore que la lmite de la distance 
O'C sera l’énfiani, tandis que celle de l'angle O” sera zéro. Or 
quand ces limites seront atteintes, la droite A E sera devenue 
parallèle à CM : car alors elle ne larencontre: a plus. Ainsi noùs 
pourrons dire que deux droites sont parallèles quand elles ne se 
rencontreñt qu & une distance infinie, ou qu’elles font un angle nul. 


| 
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dant , si la droite AB était tangente à la circonférence 
O, il est clair que OD° serait alé parallèle à cette 
droite(67), et qu'ainsi le centre O” s’éloignerait à l’in- 
fini [140 (° )]. Dans ce cas la M hférence O"C dégé- 
nérerait dans la tangente AB (102). 

Si le point C était sur la circonférence O, CD et 
CD” seraient alors égales à OC, et ainsi les points O’ 
et O0" coincideraient avèc C : donc les circonférences 
O'C et O"C se réduiraient au point C. 

Si le point Cest intérieur à la circonférence O, la 
construction réussit toujours; mais les deux circonfé- 
rences sont intérieures à la circonférence donnée. 

Enfin, si AB est tangente à la circonférence O, et 
que C soit précisément le point de contact, le problème 
admet une infinité de solutions (102). 

142. PROBLÈMES À RÉSOUDRE. 4° Décrire une ctr- 
conference qui touche deux droites données et l’une 
d’elles en un point donne. : 

2° Décrire une circonference qui touche une cir- 
conférence donnée en un point donne et qui passe par 
un second point donné.— Déduire de la solution trou- 
vee celle du problème du n° 134. 

3° Décrire une circonference qui touche une cir- 
conférence donnee en un point donne et soit en outre 
tangente à une droite donnee. 

4° Décrire une circonférence d’un rayon donne, 
et qui touche à la fois une droite et une circonférence 
donnees. 

5° Parun point donne sur le plan d’une cérconfé- 
rence lirer une sécante telle que la corde interceptée 
soit egale à une droite donnee. 
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LIVRE IT. 


DES POLYGONES. 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


143. On appelle porycoNr une portion de plan 
terminée de toutes parts par des lignes droites que 
l’on nomme les cotés du polygone. 

44/4. Siune ligne droite, tracée d’une manière quel- 
conque, ne peut Macon ter le périmètre, c'est-à-dire 
le contour d’un polygone, en plus de deux points, on 
dit que ce polygone est convexe ou à angles saillants ; 
et dans le cas contraire il est concave ou à angles 

Fig. 60. rentrants. ABCDEF est un polygone convexe, et 
GHIKLMN en est un concave. Les angles saillants 
de celui-ci sont G, H,K, L,M; etlet N sant ses angles 
rentrants. Il faut éntendre par l'angle rentrant Ï toute 
la portion du plan du polygone qui serait parcourue 
par le côté indéfiniment prolongé IK, s’il tournait au- 
tour de I de manière que son point Æ vint, en décri- 
vant l'arc Æ/h, se rabattre en À sur IH. Ainsi cet 
angle est égal à quatre droits, moins l'angle K IH. 

On appelle diagonale la droite qui joint les som- 
mets de deux angles non adjacents : telles sont les 
droites AD et MK. 

Quand nous parlerons d’un polygone, il s'agira tou- 
jours d’un polygone convexe, à moins que nous n’ex- 
primions pre écisément le contraire. 

445. On appelle polygone inscrit a un cercle celui 
dont tous les angles ont leurs sommets sur sa circon- 
férence; en même temps on dit que le cercle est circon- 
scrit à ce polygone. 
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Un polygone est cérconscrit à un cercle lorsque tous 
ses côtés sont des tangentes à la circonférence. Le 
cercle est alors 2scrit dans ce polygone. 

446. On distingue les polygones d'après le nombre 
de leurs côtés ou de leurs angles, ce qui revient tout 
à fait au même, et on leur a donné des noms qui dé- 
signent précisément le nombre de ces angles ou de ces 
côtés. Ainsi on appelle 


Triangles les polygones de 3 cotés; 
Quadrilatères. ......... 
Pentagones. s.rsssorsee 
Hexagones.... ess... 
Heptagones........:.. 
OCIOSONÉES. ss. 
Enneéagones..... sec. 
PAPIERS ae Van dtasin. 10 
ÉAAÉCURONES Lee verse hl 


DOGECABONES.. 4» noie e 12 
Etc. 


On ne pousse pas ordinairement cette nomenclature 
au dela du dodécagone, si ce n’est pour le pentéde- 
cagone, qui est le polygone de 15 côtés. 

147. On conçoit très-bien que deux figures, un 
cercle.et un triangle, par exemple, peuvent renfermer 
entre leurs côtés des portions égales de l’étendue, sans 
cependant être superposables. Nous exprimerons qu’il 
en est ainsi en disant que ces figures sont équivalentes, 
et nous réserverons la dénomination de figures égales 
pour celles qui pourront être superposées. 

Les triangles et les quadrilatères ont des propriétés 
qui leur sont particulières : nous allons les étudier 
d'abord, et nous verrons ensuite quelles sont les pro- 
priétés communes aux polygones de tous les ordres. 
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CHAPITRE PREMIER. 


DES TRIANGLES. 


THÉORÈME I. 


148. La somme des angles d’un triangle est égale 
à deux angles droits. 

Pour le démontrer, je prolonge le côté BC, et je 
mène par le point C la droite CD, parallèle à AB. La 
somme des trois angles du triangle est égale à celle des 
trois angles formés autour du point C; car d'abord 
l'angle A CB est commun à toutes deux; l’angle À est 
égal à l'angle A CD comme alternes-internes, par rap- 
port aux paralièles AB et CD et à la sécante AC; et 
l'angle B est égal à DCF, son correspondant par rap- 
port aux mêmes parallèles et à la sécante BF. Mais la 
somme des trois angles formés autour du point C vaut 
deux droits : donc celle des trois angles du triangle ABC 
vaut aussi deux droits. 

149. CoroLLrAIRE 1. Chaque angle d’un triangle est 
le supplément de la somme des deux autres : ainsi 
quand deux angles d'un triangle sont respectivement 
egaux à deux angles d’un autre triangle , le troisième 
angle de l’un est égal au troisième angle de l’autre, 
et les deux triangles sont equiangles entre eux. 

450. Coroziaire 11. L’angle EXTÉRIEUR ACF d’un 
triangle (on appelle ainsi celui qui est formé par 
un coté et le prolongement d’un autre ) estegal à la 
somme des deux intérieurs opposes AetB; car cette 
somme des angles À et B a pour supplément langle 
ACB, qui est aussi le supplément de ACF (39). 

AS1. CoroLLAIRE 11. Un triangle ne peut avoir 
qu’un seul angle droit, et à plus forte raison qu'un 
seul angle obtus. 

452. Ce dernier corollaire conduit à une division 
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des triangles en trois classes, d’après la nature de leurs 
angles. On nomme trians ole RECTANGLE celui qui a un 

an le droit, et on appelle HYPOTÉNUSE Le cote Op- 

posé à l'angle droit. Le triangle ABC est un triangle Fig, 62. 
rectangle dont BC est l’hypoténuse. Il est évident que 

dans un triangle rectangle les deux angles aigus 

sont complémentaires. 

453. On appelle triangle acutangle celui dont les 
trois angles sont aigus, et triangle ob/usangle celui 
qui a un angle obtus. Tels sont ABC et DE1 F. Fig. 63. 

454. On distingue aussi les triangles d'après les 
rapports qui existent entre leurs côtés. Ainsi oz ap 
pelle triangle ScArÈNE celui dont les trois cotés 
sont inégaux; ISOCÈLE celut dont deux cotes sont 
égaux, et alors le troisième côté est dit la base du 
triangle, et le sommet de l’angle opposé à la base est 
le sommet du triangle. 

Il suit du n° 60 que la droite qui va du sommet 
d'un triangle isocèle au milieu de sa base est perpen- 
diculaire à cette base. Cette droite se nomme /a hau- 
teur du triangle. On voit donc qu’un triangle isocèle 
est determine lorsqu'on connaît sa base et sa hau- 
eur. 

Enfin on nomme triangle ÉQUILATÉRAL celui qui a 
Ses LTOÏS COLÉS ÉSAUT. 


THéorÈME Il. 


455. De deux angles d’un triangle celui-là est le 
plus 8 grand qui est oppose à un plus grand coté; et 
réciproquement , le plus à srand de Rue cotés est 
celui qui est opposé à un plus & crand angle. 

Supposons, en effet, que le dote AC soit plus grand Fig. 64. 
que AB. Il suit immédiatement de cette hypothèse que 
la perpendiculaire DE, élevée sur le milieu de CB, 
ira couper À C entre A et C, sans quoi le point À se- 
rait plus près de C que de B (58) : de sorte qu’en joi- 
gunant EB, cette droite sera tracée dans l’angle ABC; 
mais nous avons vu, dans la démonstration du n° 58, 


Fig. 65. 
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que les angles ECB et EBC sont superposables : donc 
l'angle ECB est plus petit que ABC. 

Supposons actuellement que l’angle ABC soit plus 
grand que ACB,. Si l’on élève encore une perpendicu- 
laire sur le milieu de CB et que l’on joigne le point B 
avec le point E où elle rencontrera AC C, l'angle EBC 
ainsi formé sera égal à ACB, et par conséquent la 
droite EB sera tracée dans l angle ABC : doncle point E 
se trouve entre À et C; done le point A est à-droite de 
la perpendiculaire ED, ‘done AC est plus grand que AB. 

186. Corozrarr. Dans un triangle rectangle, l’hy- 
poténuse est le plus grand des côtés, et dans un 
triangle obtusangle, le côté opposé à l'angle obtus est 


le plus grand (154). 


THÉOREME II. 


157. Dans un triangle isocèle, les angles opposés 
aux cotés égaux sont ESAUX ; el » réciproquement , St 
deux angles d’un triangle sont égaux, les cotes qui 
leur sont opposés seront égaux. 

Faites usage du mode de démonstration employé au 

n° 95, en vous appuyant sur le théorème du n° 155. 

158. CororraIRE. Un triangle équilatéral est aussi 
équiangle, et réciproquement. 

On voit encore que chaque angle d’un triangle équi- 
latéral est les deux tiers d’un droit, de sorte qu'il a 
pour mesure un arc de 60°. 


THéorèmEe IV. 


159. Deux triangles ABC, A'B'C' sont égaux 
lorsqu'ils ont un angle égal nee B' > COMPTiS entre 
deux cotés égaux chacun à chacun. ABe A B', BC 
et B'C. 

Portons en effet le triangle A'B'C' sur le triangle 
ABC en plaçant les points B' et C’ respectivement sur 
les points B et C. Le côté B'C”’ coïncidera ainsi avec 
son égal BC. Par conséquent, puisque l'angle B' est 
égal à l'angle B, le côté A'B’ prendra la direction 
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AB;et, comme ils sont égaux, le point À’ tombera 
néceaisement sur le point A. Le côté A'C'aura ainsi les 
mêmes extrémités que AC : done ces deux côtés coïn- 
cideront ; donc le triangle A'B'C’ recouvrira exacte- 
ment le triangle ABC ; donc il lui est égal. 


460. CorozraIRr. Nous appellerons angles homo- 
logues deux angles qui sont opposés à des côtés égaux, 
et EM homologues ceux qui sont opposés à des an- 
gles égaux. Cela posé, il suit de la superposition des 
deux triangles ABC et A’B'C' que les angles B et C 
sont respectivement égaux à leurs homologues B'et C', 
et que le côté BC est égal à son homologue B'C': 
donc, quand deux triangles seront égaux. comme 
ayant un angle égal Compris entre deux cotés égaux 
chacun à chacun ,on devra en conclure que leurs 
parties homologues sont égales. 


THÉORÈME V. 


AGA. Deux triangles ABG, A’B'C' sont égaux 
lorsqu'ils ont un cn égal AB = AB, adjacent à 
deux angles égaux chacun à chacun À et A", B 
et B'. 

Portons le triangle A’B'C' sur le triangle ABC, en 
mettant les points A’ et B° respectivement sur les 
points À et B. Le côté A’B’coïncidera ainsi avec son égal 
AB. Par conséquent, puisque l'angle B' est égal à 
l’angle B, le côté CB’ prendra la direction CB, et le 
point C” se trouvera ainsi sur quelque point de la 
droite indéfinie BG. De même, puisque l'angle A” est 
égal à l'angle À, le côté A’C' prendra la direction AC, 
et le point C” ira encore tomber sur quelque point de 
la droite AC : donc ce point C', devant se trouver à la 
fois sur les deux droites BC et AC, tombera néces- 
sairement à leur point d'intersection C. Donc le triangle 
A" B C' recouvrira exactement le triangle ABC; donc 
il lui est égal. 


162. ConoLLaire 1. Quand deux triangles sont 


l'ig. 66. 
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égaux, comme ayant un colé égal adjacent à deux 
angles égaux chacun a chacun, leurs parties homo- 
logues sont égales ; car elles sont superposables, puis- 
que les irianeies le sont. 

463. Corozraire 11. Deux triangles sont égaux 
quand ils ont un coté egal et deux angles egaux 
chacun à chacun : car ils sont alors équiangles 
(449), et satisfont ainsi aux conditions énoncées dans 
le numéro 161. 

464. CoroLraiRE 111. Deux triangles rectangles 
sont égaux lorsqu'ils ont l’hypoténuse egale et un 
angle aigu egal. 


THéorèmMe VI. 


4165. Si deux triangles ABC, A'B'C' ont deux cotés 
egaux chacun à chacun, AB — A'B', et AC— AC", 
que l’angle À compris Dre les EE cotés du pre- 
mier soit plus grand que l'angle A” compris entre les 
deux cotes du second, le troisième cote BC du pre- 
mier triangle surpassera le troisième coté B'C' du 

second. 

Je porte, en effet, le triangle À B'C' sur ABC, de 
manière que AC’ coïncide avec AC; et soit ACB" la 
position que prendra ce triangle. Je partage l’angle 
B'AB en deux parties égales par la droite AI et je 
joins 1B'. Les deux triangles BAT et B'AI seront 
égaux (459), et par conséquent le côté B I sera égal 
à son homologue BI. Or l'angle CAB étant plus grand 
que CAB, la droite AB" est nécessairement tracée 
dans l’angle CAB , et par suite la bissectrice AT de l'angle 
B'AB va couper CB de telle sorte que CI+1IB — CB. 
Mais la droite CB'”est plus courte que la brisée CI TB", 
ouque CI+IB ; donc le côté CB", c’est-à-dire CB, est 
plus petit que CB. 


TaéorèmMEe VIL 


4166. Réciproquement, s2 deux triangles ABC, 


DES TRIANGLES, 73 


A'B'C', ont deux cotés égaux chacun à chacun, 
AB AB, et AC— A'C", et que le troisième coté 
BC du premier soit plus grand que le troisième coté 
B'C' du second, l'angle À, opposé au troisième coté 
du premier triangle) surpassera son correspondant 
A’ dans le second. 

Cette réciproque se démontrera d’après le principe 
que nous avons établi au n° 93, en s'appuyant sur les 


théorèmes des n®% 1459 et 165. 


TaéorèmEe VIIL 


167. Deux triangles ABC, A'B'C', sont égaux Fig. 65. 
lorsqu'ils ont leurs trois cotés égaux chacun à cha- 
cun, ÀAB= A'B', AG = A'C', e BC—=B'C'. 

Il suffit, pour démontrer cette _proposition, de faire 
voir que l'angle A, par exemple, est égal à son homo- 
logue A”: car alors les deux triangles auront un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à cha- 
cun, et seront par conséquent égaux. Or, si l'angle A 
n’est pas égal à l'angle A’, il sera plus grand ou plus 
petit que lui; si À est plus grand que A’, comme les 
côtés qui le comprennent sont respectivement égaux à 
ceux de A’, on devra en conclure que BC est plus 
grand que B'C" (465), ce qui est contraire à l’hypo- 
thèse. Donc l'angle A n’est pas plus grand que A’. On 
prouverait de même qu'il n’est pas plus petit que A”: 
donc il lui est égal; donc les triangles A’B'C':et A BC 
sont égaux. 

On peut donner de cette proposition la démonstra- : 
tion suivante , qui a l'avantage d’être indépendante des 
théorèmes énoncés aux n° 159 et 165. 

Plaçons le triangle A’B'"C’ au-dessous de ABC, de 
manière que les deux sommets B'et C” coïncident avec 
leurs homologues B et C; et soit A" la position que 
prendra ainsi le troisième sommet A’, de sorte que 
BA = BA,et que CA”— CA. Chacun des points 
B et C sera ainsi équidistant de À et de A”; et par con- 
séquent , si l’on joint À A”, la droite BC sera perpen- 
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diculaire sur le milieu de AA" (60) : donc, si l’on plie 
la figure le long de BC, AT se rabattra sur IA" (56), 
et le point A sur le point A”; donc les deux triangles 
ABC et A'BC se recouvriront parfaitement; donc ils 
sont égaux. Mais BC A” n’est autre que A’B'C : donc 
ABC = A'B'C. 

168. Cororraime. Quand deux triangles sont 
égaux comme ayant leurs trois cotés égaux chacun 
a chacun , on doit en conclure que leurs angles homo- 
logues sont égaux. 

4169. Sexo. Il suit de ce qui précède qu'il y a trois 
cas dans lesquels deux triangles sont égaux : ce sont 
ceux énoncés aux n%159,16G1 et 1G7, et, dans chaque 
cas, on conclut de leur égalité que les parties homologues 
de ces triangles sont égales. Par conséquent, lorsque 
l’on voudra établir l'égalité de deux angles ou de 
deux droites, il suffira de verifier que ces angles ou 
ces droites sont des parties homologues de triangles 
EgaAUX. 

Taéorème IX. 


470. Deux triangles rectangles sont égaux lors- 
qu’ils ont l’hypoténuse égale et un coté égal, 

Soient l’hypoténuse BC—B"C, et le côté AG—A'C. 
Je porte le triangle A’B'C’ sur ABC, en posant les 
points A’ et C’ sur leurs homologues A et GC, de sorte 
que A’C' coïncidera avec AC : alors A'B° tombera sur 
AB (57), et le point B' se trouvera quelque part sur 
AB. De cette manière nous aurons du même côté de la 
perpendiculaire CA, et à partir du même point C, 
deux obliques égales CB et CB’ sur AB : donc elles 
devront coïncider : donc les triangles A BC et A’B'C’ 
se recouvrent parfaitement ; donc ils sont égaux. 
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A7. Parmi les quadrilatères on distingue /e tra- 
pèze , le parallélogramme , la losange, le rectangle 
et le carré. 
172. On appelle srapèze un quadrilatère ABCD , Fig. 68. 
dont deux côtés seulement sont parallèles. 
Les côtés parallèles AB et D C se nomment /es bases 
du trapèze, et la perpendiculaire DE abaissée d’un 
point de l’une des bases sur l’autre , en est /« hauteur. 
475. Le parallélogramme est un quadrilatère 


dont les cotes opposées sont parallèles. Telle est la 
figure 69. 


THÉoRÈME I. 


174. Les côtés opposés AB et CD, BC et AD, 
d’un parallelogramme ABCD sont égaux. 

Tirons la diagonale AC, et nous PARA les deux Fig. 69. 
triangles égaux "ABC et ACD, En effet, le côté AC 
leur est commun, l'angle CAB est égal à ACD : car 
ils sont alternes-internes par rapport aux parallèles 
AB et CD et à la sécante AC; de même l'angle ACB 
est égal à GAD , son alterne-interne, par rapport aux 
parallèles CB et AD et à la même sécante : donc les 
deux triangles À BC et AC D ont un côté égal adjacent 
à deux angles égaux chacun à chacun ; done ils sont 
égaux (164); donc leurs parties homologues sont 
égales (462) : ainsi le côté GB opposé à l’angle CAB, 
est égal au côté AD, opposé à l'angle ACD ; de même 
le côté AB est égal à son homologue CD; donc 
enfin les côtés opposés de deux parallélogrammes sont 
égaux. 

175. Conorrairs. Les parties de deux paralleles 
comprises entre deux autres parallèles sont égales. 


Fig. 69. 
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176. SCHOLIE. Les angles opposés d’un parallé- 
logramme sont eg oaux : car leurs côtés sont parallèles 
et “Anse en sens En braires, 


THÉORÈME II. 


177. Réciproquement, së dans un quadrilaière 
Re les cotés opposés AB et CD, BC et AD, sont 

gaux, la figure sera ur pa cléloeramme. 

#2 nous tirons la diagonale AC, les deux triangles 
ABC et ACD , que nous formerons ainsi, auront leurs 
trois côtés égaux chacun à chacun, et seront par consé- 
quent égaux (467).Donc leurs angles homologues seront 
égaux (168) : ainsi l’angle CAB, opposé au côté BC, 
sera égal à l'angle ACD , opposé au côté À D. Mais Fe 
angles sont alternes-internes par rapport aux droites 
AB et CD et à la sécante AC : donc ces droites sont 
parallèles (70). Par une raison semblable A D est pa- 
rallèle à CB; donc le quadrilatère ABCD est un pa- 
rallélogramme (173). 


THÉéoRÈME IIT. 


4178. St deux cotes AB et CD d’un quadrilatère 
sont égaux et parallèles, la figure sera un paralle- 
logramme. 

Tirons encore la diagonale AC, et les deux triangles 
ABC et ACD, que nous formerons ainsi, auront un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun : 
car le côté AC est commun ; AB=CD ; et puisque ces 
deux côtés sont de plus parallèles, les angles CAB et ACD 


sont égaux comme alternes-internes : donc les triangles 


ABC et ACD sont égaux ; donc leurs angles homo- 


Jogues ACB et C A D sont égaux; donc les droites CB 


et AD sont parallèles (70); donc le quadrilatère ABCD 
est un parallélogramme (473). 


THÉORÈME IV. 


479. Les diagonales d'un parallélogramme se 
coupent mutuellement en deux parties égales. 


‘1 di 
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Si l’on compare, en effet, les deux triangles AOB 
et COD , on voit que le côté AB est égal à CD (474), 
_ que l'angle OAB=OCD, et que l'angle OBA — F 

ODG (69, 1°) : donc les dé triangles AOB et COD 
sont égaux (AG) ; donc leurs côtés homologues AO et 
OC, OB et OD, sont égaux; donc les deux diago- 
nales AC et BD se coupent mutuellement en parties 
égales. 

4180. Score. Si l’on mène par le point de sec- 
tion O des deux diagonales une sécante quelconque, 
les parties OI et OK comprises entre le point O et le 
périmètre du parallélogramme seront égales : car les 
triangles DOI et KOB sont égaux (161). Cette pro- 
priété dont jouit le point O l’a fait nommer Île centre 
de figure du parallélogramme. En général, o7 appelle 
CENTRE d'une ligne ou d’une surface un point tel que 
loute sécante menée par ce point rencontre la ligne 
ou la surface en des points qui en sont deux à deux 
equidistants. 


THÉORÈME V. 


181. Deux parallélogrammes sont égaux lorsqu'ils 
ont un angle égal compris entre deux cotés egaux 
chacun à car 

Il sera facile de démontrer ce théorème en superpo- 
sant les deux figures. 

4682. Dans un parallélogramme et dans un triangle 
on donne le nom de base à l’un quelconque des côtés, 
et l’on appelle Aauteur la perpendiculaire abaïissée sur 
la base d’un point quelconque du eôté opposé du pa- 
rallélogramme ou du sommet de l'angle opposé du 
triangle, sommet que l’on nomme le sommet du triangle. 
AB est la base du parallélogramme ABCD , et CE est 
sa hauteur. AB, CD et C sont respectivement la base, Fig. 70. 
la hauteur et le sommet du triangle A BC. 

185. Si les deux côtés contigus d’un parallélo- 
gramme À BCD sont égaux, les deux antres sont aussi Fig. 71, 
égaux entre eux et à ces deux-là (174), et la figure 


Fig. 72, 
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prend alors le nom de losange. Ainsi, {4 LOSANGE est 
un quadrilatère dont les cotes sont égaux. 

184. Il suit du n° 477 que a losange est un pa- 
rallelogramme, et qu'en conséquence ses diagoônales 
doivent se couper mutuellement en deux parties 
égales (479). Mais il y a plus, elles sont perpendicu- 
laires lune sur l’autre : car les deux triangles AOB, 
BOC, sont équilatéraux entre eux, et ainsi l’angle 
AOB est égal à son homologue BOC. 

On pourrait dire encore que les sommets opposés A 
et C étant chacun équidistants des deux autres B et D, 
la diagonale qui les unit est perpendiculaire sur le 
milieu de celle qui joint ces deux derniers (GO), et ré- 
ciproquement, 

185. Si l’un quelconque des angles d’un parallélo- 
gramme est droit, son adjacent le sera aussi (69, 4°); 
et, comme ces deux angles sont égaux à leurs oppo- 


_sés (71), le parallélogramme aura ses quatre angles 


Fig. 73. 


Fig. 74, 


droits, et en conséquence on lui donnera le nom de 
rectangle. Ainsi, le RECTANGLE est un quadrilatère 
dont les angles sont droits. 

486. Les diagonales d’un rectangle se coupent 
mutuellement en deux parties égales (179); et de 
plus elles sont égales : car les triangles À BC et ABD, 
par exemple, ont un angle égal compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun; donc leurs hypoténuses 
A CG et BD sont égales. 

487. Si deux côtés contigus d’un rectangle ABC D 
sont égaux, les deux autres le seront aussi, et la figure 
se nommera alors un carre. Le carré est donc un 
quadrilatère dont les cotes sont égaux et les angles 
droits, Ses diagonales se coupent en deux parties 
égales (179), à angles droits (184), et elles sont 
égales (186). 

4165. Nous avons vu que l’on pouvait faire passer 
une circonférence par trois points qui ne sont pas en 
ligne droite, et par conséquent par les sommets d’un 
triangle ABC, mais que l’on n’en pouvait faire passer 
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qu'une (7 9) : donc un quatrième point E pris au ha- 
sard sur le plan de ce triangle ne se trouvera point 
sur la circonférence dont il s’agit; par conséquent, un 
quadrilatère quelconque n’est pas inscriptible au cer- 
cle ; à plus forte raison en est-il de même pour un po- 
lygone d’un plus grand nombre de côtés. Quelles sont 
donc les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un 
quadrilatère soit inscriptible ? 


THÉéoRÈèME VI. 


1939. Dans iout quadrilatère inscrit ABCD {a 
somme des angles opposés est égale a deux droits ; 
et réciproquement, st deux angles opposés À et C 
sont supplémentaires, le quadrilaière est inscriptible 
au cercle. 

4° En effet, dans le quadrilatère inscrit ABCD la 
somme des deux angles opposés À et C a pour mesure 
la demi-sommé des arcs DCB et D AB, c’est-à-dire la 
moitié de la circonférence : donc cette somme vaut 
deux droits. 

2° Soit ABCD un quadrilatère dans lequel les deux 
angles opposés À et G sont supplémentaires. Nous 
pourrons toujours faire passer une circonférence par 
les trois sommets B, À, D, et je dis qu'elle passera aussi 
par le quatrième C. En effet, les angles A et C étant 
supplémentaires, leur somme doit avoir pour mesure la 
moitié de la circonférence. Mais l'angle inscrit A a 
pour mesure la moitié de l’are D MB : donc l'angle C 
doit avoir pour mesure la moitié de l’arc concave res- 
tant D AB compris entre ses côtés (aucun des angles A 
et C n’est rentrant (144), puisque leur somme vaut 
deux droits); donc son sommet est situé sur la cir- 
conférence BADMB (123); donc le quadrilatère est 
inscriptible. à 

190. CororLaire 1. Le rectangle et le carré sont 
inscriptibles. Cela résulte d’ailleurs des n° 186 et 


1687, ou encore du n° 195. 


PER PE 2 
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Fig. 75 
et 76. 


Fig. 79. 


‘4 
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A9. CoroLLraAIRE 1. Le parallelogramme et la 
losange ne sont pas inscriptibles : car alors la somme 
de leurs angles opposés serait égale à deux droits ; donc 
ces angles seraient droits, puisque, d’ailleurs, ils sont 
égaux (176 et 184); donc, au lieu d’un parallé- 
logramme ou d’une losange, on aurait un rectangle ou 
un carré. 


THÉéoRÈME VII. 


492. Dans tout quadrilatère ABCD ctrconscrit 
au cercle, la somme de deux cotés opposes AB et CD 
est égale à celle des deux autres BG et AD ; et réci- 
proquement , out quadrilatère est convexe Étrconscrip- 
tible, lorsque la somme de deux cotes opposées est 
egale à celle des deux autres. 

4° Soient F, G,1,K , les points de contact des cotés 
du quadrilatère avec la circonférence, on a évidemment 


AB — AF + FB — AK + BG (157); 
et. CD = CI HID — CG DK; 


En ajoutant ces deux égalités membre à membre, il 
viendra 


AB + CD = BC + DA. 
2° Soit ABCD un quadrilatère, tel que 
AB DICD —BC L DA, 


je dis qu'il est circonscriptible à la circonférence. Dé- 
crivons , en effet, une circonférence qui soit tangente 
aux trois droites AD, AB et BC (441); soit F son 
point de contact avec AB, et O son centre. J'abaisse 
de ce centre, OI perpendiculaire sur DC, et je 
dis que OI—=OF. S'il n’en est pas ainsi, nous 
pourrons prendre , sur cette perpendiculaire , une dis- 
tance OI — OF; et en menant D’C° parallèlement 
à D'Cäypar le point [on formera un quadrilatère 
ABC'D' qui sera circonscrit à la circonférence KGF, 
puisque ses quatre côtés sont équidistants du centre O. 
Nous aurons donc (4°) : 


& 
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AB D'C'— BC' + AD. 
Mais, par hypothèse, 

AB + DC = BC + AD; 
donc on aura, en retranchant ces deux égahiés mem- 
bre à membre, 

DG — D'C'— DD’ + CC, 
ou bien , en ajoutant D'C' de part et d'autre, 

DC = DD’ + D'C' + CC, 
ce qui est évidemment absurde. Donc OT n’est pas dif- 
férent de OF ; donc OI — OF; donc la circonférence 
IGF est tangente aux quatre côtés du quadrilatère. 

193. Cororrairs. La losange et le carré sont cir- 
conscriptibles au cerele ; mais le parallélogramme et le 
rectangle ne le sont pas. 

194. Scnorrs. Il suit des n° 189 et 192 que la lo- 
sange et le rectangle ne sont pas en même temps in- 
scriptibles et circonscriptibles au cercle, mais que le 
carré jouit de cette propriété. 

On peut se demander s'il y a des quadrilatères 
autres que le carré qui soient à la fois inscriptibles et 
circonscriptibles au cercle. Pour répondre à cette ques- 
tion , jinscris un quadrilatère quelconque ABCD dans Fig. 77. 
un cercle; puis, ayant divisé deux de ses angles adja- 
cents À et B chacun en deux parties égales par les 
droites AI et BI, j'abaisse de leur point de section I 
les perpendiculaires TP et IK sur les côtés respectifs 
AB et CD. La première IP mesurera la distance du 
point I aux trois cotés AB, AD et BG (149) : donc, 
si l'on prend IQ — IP et que par le point Q on mène 
C:D' parallèle à CD, le quadrilatère ABC'D’ sera 
circonscrit à la circonférence décrite du point I comme 
centre avec le rayon IP. Je dis qu'il est aussi inscrip- 
tible (189) : car l'angle C’, par exemple, étant égal à 
son correspondant C, est par conséquent l& supplé- 
ment de son opposé A. 


ne 
mL: 


Fig. 60. 
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CHAPITRE III. 
Le 
DES POLYGONES EN GÉNÉRAL, 


THÉORÈME ÏI. 


495. La somme des angles intérieurs de tout 
polygone est egale à autant de fois deux droits qu’il 
a de cotes moins deux. 

4° Soit ABCDEF un polygone convexe quel- 
conque. Si du sommet de l’angle À on mène des dia- 
gonales aux sommets de tous les angles non adjacents 
à celui-ci, on partagera le polygone ABCDEF en 
autant de triangles qu'il a de côtés moins deux : car 
les deux triangles extrêmes ABC et AFE compren- 
nent chacun deux côtés du polygone, tandis que les 
triangles intermédiaires n’en contiennent qu'un seul. 
Or la somme des angles de chaque triangle vaut deux 
droits : donc la somme des angles de tous les triangles 
vaut autant de fois deux droits qu'il y a de triangles, 
c'est-à-dire qu'il y a de côtés moins deux dans le poly- 
gone. Mais la somme des angles de tous les triangles 
est évidemment égale à celle des angles du polygone : 
donc enfin la somme des angles d’un polygone convexe 
quelconque est égale à autant de fois deux droits qu’il 


- a de côtés moins deux. 


Fig. 78. 


*2° Soit un polygone concave ABCDEFGIK. Joi- 
gnons AI, GE, EC, et nous formerons ainsi le poly- 


gone convexe ABCEGTIA , dont la somme des angles 


sera égale à autant de fois deux droits qu'il a de cotés 
moins deux. Or, il est clair qu’en partant de ce poly- 
gone on reproduira le proposé si l’on substitue aux 
droites AI, GE, EC, les brisées AKI, GFE, EDC. 
Examinons donc de combien variera la somme de ses 
angles par chacune de ces substitutions, et commen- 
çons par la première : or, en remplaçant le côté AI 
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par la brisée AKI, nous diminuerons la somme des 


angles du polygone ABCEGTA des deux angles KAI 
et KIA, puisque nous substituons les angles BAK et 
GIK aux angles BAÏI et GTA; mais nous l’augmen- 
terons aussi de l'angle rentrant K, c’est-à-dire de 
quatre droits moins A KT : donc la somme des angles 
du polygone est augmentée de quatre droits et dimi- 
nuée des trois angles KAÏI, KIA, AKI, c’est-à-dire 
diminuée de deux droits (448); donc elle est aug- 
mentée de deux droits; donc la somme des angles du 
nouveau polygone ABCEGIK À surpasse celle des an- 
gles du polygone primitif ABCEGIA de deux droits; 
mais il a aussi un côté de plus; donc la somme des an- 
gles du polygone ABCEGIKA est encore égale à au- 
tant de fois deux droits qu’il a de côtés moins deux, et, 
comme on pourra répéter, pour lesautres anglesrentrants 
Fet D, le même raisonnement que nous venons de faire 
pour l’angle K , le théorème est ainsi démontré. 

Il pourrait arriver que les trois points À, I, G, fus- Fig. 79. 
sent en ligne droite. Alors, en substituant la brisée 
AKI à la droite AI, on augmenterait le nombre des 
. côtés du polygone de deux unités, mais aussi la somme 
de ses angles augmenterait de quatre droits. En effet, 
en remplaçant la droite AI par la brisée AKI, on di- 
minue la somme des angles du polygone ABCEGA 
de l'angle KAÏT, mais on laugmente des nouveaux 
angles K et GIK; or ce dernier, étant extérieur au 
triangle AKT, vaut la somme des deux intérieurs op- 
posés K AT et AKI (450) : donc la somme des angles 
du polygone augmente de K + KAI + AKI, et di- 
minue de KAÏ; donc elle augmente de K + AKI, 
c'est-à-dire de quatre droits, mais aussi le nombre des 
côtés a augmenté de deux unités. 

Enfin il pourrait encore se faire que la droite AI, Fig. 80. 
prolongée, traversät le polygone, de sorte que le po- 
lygone ABCEGIA serait lui-même concave, comme 
on le voit dans la figure. Alors on joindrait AG, et 
l’on partirait du polygone convexe ABCEGA; puis, 
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en substituant d’abord la brisée AIG à la droite AG, 
et ensuite AKI à AT, on reviendrait au polygone 
primitif. 

4196. Scxoux. Le théorème que nous venons de dé- 
montrer peut encore s’'énoncer ainsi qu'il suit : 

La somme des angles intérieurs de tout polygone 
est égale & autant de fois deux droits qu’il a de 
cotés, moins quaire droits : car, en répétant deux 
droits autant de fois qu'il y a de cotés moins deux, il 
s'en faut évidemment de deux fois deux droits ou de 
quatre droits que l’on n’obtienne autant de fois deux 
droits qu'il y a de côtés. Au reste, on serait conduit di- 
rectement à cet énoncé pour un polygone convexe en 
le décomposant en.triangles par des diagonales parties 
d’un point pris dans l’intérieur de ce polygone. 


Taéorëme Il. 


497. Si l’on prolonge tous les cotés d’un poly- 
Fig. 81. gone convexe quelconque ABCDE dans le méme 
sens, c'est-à-dire dans le sens même où nous avons 
ainsi nommé ses côtés, /« somme de tous les angles 
extérieurs (150) B BC, C CD, D'DE, etc. , esé égale 

à quatre droits. 

En effet, chaque angle intérieur, tel que ABC, 
réuni à son extérieur adjacent B'BC, vaut deux droits: 
donc la somme de tous les angles tant intérieurs qu’ex- 
térieurs du polygone est égale à autant de fois deux 
droits qu'il a de côtés; si donc on en retranche Ja 
somme des angles intérieurs, qui vaut autant de fois 
deux droits qu'il y a de côtés, moins quatre droits (196), 
il restera évidemment quatre droits pour la somme des 
angles extérieurs. 


Taxorème II. 


*498. Sc l’on prolonge dans le ménre sens tous les 
Fig. 82. cotés d’un polygone concave quelconque ABCD EF, 
la difference entre la somme des angles extérieurs des 
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angles saillants et celle des angles extérieurs des an- 
gles rentrants est égale à quatre droits. 

En effet, chaque angle s saillant , tel que ABC, aug- 
menté de son extérieur B'BC, vaut deux droits : et 
chaque augle rentrant, tel que C , diminué de son ex- 
térieur CCD, vaut aussi deux droits : donc, si à la 
somme de tous les angles intérieurs du polygone on 
ajoute la somme des angles extérieurs des angles sail- 
lants, et que l’on en retranche la somme des angles 
extérieurs des angles rentrants, on trouvera autant de 
fois deux droits qu'il y a de côtés. Par conséquent, si 
l’on retranche de cette quantité la somme de tous les 
angles intérieurs, c’est-à-dire autant de fois deux droits 
qu'il y a de côtés, moins quatre droits, le reste, guatre 
droits, exprimera l'excès de la somme des angles ex- 
térieurs des angles saillants sur celle des angles exté- 
rieurs des angles rentrants, et c’est précisément là ce 
qu'on voulait démontrer (*). 

199. Scmorr. Ainsi la diversité infinie que le ca- 
price peut mettre dans la forme des polygones n’em- 
pêche pas que leurs angles intérieurs ou extérieurs ne 
soient assujettis à une relation constante. 


THéorèME IV. 


200. Deux polygones quelconques sont egaux 
lorsque tous leurs cotes, à l'exception d’un seul, sont 
égaux chacun à chacun, et que les angles compris en- 
trê les cotes égaux sont aussiégaux chacun à chacun. 


(*) Remarquons encore que, si l’on convient de regarder 
comme zésatifs les angles extérieurs des angles rentrants, et les 
autres comme positifs, ce qui est conforme au principe de l’ap- 
plication de l'algèbre à la géométrie cité dans la note (*) dn 
n° 119, car ces angles sont dans des positions directement con- 
traires par rapport à l’angle du polygone , on pourra compren- 
dre les deux théorèmes des ns 197 et 198 dans un même énoncé, 
en disant que, 

St l’on prolonge tous les côtés d’un polygone quelconque dans 
le méme sens, la som INe-ALGÉBRIQUE de ses angles extérieurs sera 
égale à quatre droits, 


Fig. 83. 
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Supposons, en effet, que dans les deux polygones 
ABCDE, A'B'C'D'E', on ait AB—A'B', BC—B'C", 
CD = C'D', DE—D'E", et que les angles B, C, D, 
soient respectivement égaux aux angles B', C', D’. Je 
porte le second polygone sur le premier, en posant les 
points A’ et B' sur leurs homologues A et B : de cette 
manière le côté A’B’ coïncidera avec AB; et, comme 
l’angle B'— B, le côté B°C' prendra la direction BC. 
Mais BC’ — BC : donc le point C’ tombera sur G. Or 
l'angle C'— C : ainsi le côté GC’ D’ prendra la direction 
CD; et, comme C’D'=CD, le point D'tombera sur D. 
On verra de même que E’ tombera sur E, et qu’en con- 
séquence les deux côtés AE’ et AE coïncideront, puis- 
que leurs extrémités seront confondues. Donc les deux 
polygones sont égaux. | 


THéorimMEe V. 


201. Deux polygones sont égaux lorsqu'ils ont 
ous leurs angles, à l’exception d’un seul, égaux 
chacun à chacun, et que les cotés adjacents aux 
angles égaux sont aussi égaux chacun à chacun. 

Ce théorème se démontrerait comme le précédent 
en superposant les deux polygones. 

202. Cororrarre. Deux parallélogrammes sont 
égaux lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun (484). 

205. Il y a plusieurs autres cas»d’égalité de deux 
polygones ; mais, comme ils sont peu importants, nous 
ne nous arrêterons pas à les énumérer. Nous observe- 
rons seulement que si, dans la suite, on a besoin de 
prouver l'égalité de deux polygones qui ne satisferaient 
pas aux conditions énoncées aux n° 200 et 204, on 
devra les superposer, et, s'ils coïncident parfaitement, 
en conclure qu'ils sont effectivement égaux. 

204. Scnozre. I! suit des deux théorèmes précédents 
qu’un polygone est déterminé quand on connaît, 4° tous 
ses côtés à l'exception d’un seul, ainsi que les angles 
compris entre chacun de ces côtés et le suivant; 2° tous 
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ses angles moins un, ainsi que tous les côtés qui leur 
sont respectivement adjacents. Observons d’ailleurs que 
lorsqu'on a tous les angles, moins un, d’un polygone, 
ce dernier est connu (195). 

On voit que le nombre des données nécessaires dans 
ces deux cas à la détermination d’un polygone de 2 côtés 
est 2— 1 + n—2—'2n— 3. Maisil faut dire encore 
entre quels côtés les angles donnés sont compris, ou à 
quels angles les côtés donnés sont adjacents. Ainsi un 
pentagone ne serait pas déterminé par la connaissance  : 
seule des quatre côtés 4, b, c, d, et des angles 6, y, d; 
mais si l’on ajoute que $ est compris entre a et 6, y 
entre bet c, et d'entre cet d, on pourra construire 
le polygone. Pour cela, à l'extrémité B d’une droite Fig. 81. 
AB—a, on fera un angle ABC—6$, on prendra 
BC = ; puis au point C on fera un angle BCD —, 
on prendra CD —c; ensuite on fera au point D un 
angle CDE—D, et l’on prendra DE; en joignant 
enfin LA, le polygone sera construit. 


LVL VA VAR A/S LV LL RS VER VAR LOURDES VER VAR RE LE LAS LUE VUS VAE SUR VAR LISA R 


CHAPITRE IV. 


PROBLÈMES SUR LES POLYGONES. 


PROBLÈME I. 


205. Construire un triangle dont on connait deux 
* coles a et b et l’angle compris C. 

Tracez une droite CB égale au coté 4, par exemple; Fig. 84. 
puis faites au point C un angle égal à l'angle donné C, 
et prenez sur le second côté de cet angle une distance 
CA = ©. Enfin tirez AB, et le problème sera résolu. 

Ce problème est toujours possible. 


PROBLÈME IL. 


206. Construire un triangle dont on connaît un 
cote b et deux angles À et C. 
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Il peut se présenter deux cas, selon que le côté 
donné est adjacent aux deux angles donnés A et C, ou 
qu'il est opposé à l’un d'eux, C, par exemple. 

Fig. 85, Premier cas. Tirez la droite AC égale au côté donné 
b; faites à ses extrémités des angles égaux aux deux 
angles donnés A et C, et le triangle ABC ainsi formé 
résoudra évidemment le problème. 

Second cas. Aux deux extrémités d’une droite quel- 

Fig. 86. conque À D faites des angles égaux aux angles donnés, 
et le troisième angle F du triangle AFD ainsi formé 
sera le troisième angle du triañgle demandé (449) : 
ce sera donc Fun des angles adjacents au côté donné. 
À étant l’autre, on prendra sur la droite indéfinie 
A F une longueur AB égale au côté donné 0; et, en 
menant par le point B une parallèle BC au côté FD, 
on formera le triangle ABC, qui résoudra le pro- 
blème, 

Le problème sera toujours possible si la somme des: 
deux angles donnés est moindre que deux droits. 

207. Si l’on propose de construire un triangle rec- 
tangle, connaissant un de ses angles aigus, et son hy- 
poténuse en grandeur et en position, on décrira sur 

Fig. 87. cette hypoténuse AB une circonférence, et le sommet 
de l’angle droit devra se trouver sur cette courbe (495); 
faisant ensuite au point À l’angle CAB égal à l'angle 
donné À, et joignant CB, on aura une solution du 
problème. Mais, comme l’angle donné ne doit pas avoir 
son sommet en À plutot au’en B, on prendra sur la 
demi-circonférence ACB Farc BG — AC; et, en joi- 
gnant C’A et CB, on aura une seconde solution‘ Enfin , 
on en aura encore deux autres en prenant sur la demi- 
circonférence inférieure les arcs AC” et BC” égaux à 
l'arc AC, et joignant les points C” et C”” avec les ex- 
trémités de AB. 

Ainsi ce problème admet quatre solutions, mais il 
faut remarquer que les quatre triangles ainsi construits 
sont égaux (4G/#). 
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PROBLÈME IL. 


008. Construire un triangle dont on connait les 
trois cotés à, bet c. 

Tracez une droite quelconque BC égale à l’un des Fig, 88, 
côtés donnés, a par exemple; du point C comme €en- 
tre, et avec le second côté 2 pour rayon, décrivez un 
arc; du point B comme centre, et avec un rayon égal 
au troisième côté ce, décrivez un autre arc, qui coupera 
le premier en A; joignez AB et AC, et le triangle ABC 
résoudra le problème. 

289. Pour que le problème soit possible , il faut et 
il suffit que les deux arcs que l’on a décrits puissent se 
couper, et, pour cela, que le côté a soit plus petit que 
la somme des deux autres à et c, et plus grand que leur 
différence (103); et, comme le côté des extrémités 
duquel les deux circonférences ont été décrites est quel- 
conque, on en conclut que, pour que l’on puisse con- 
struire un triangle avec trois droites données, il faut 
et il suffit que l’une d'elles soit moindre que la somme 
des deux autres et plus grande que leur difference, 
conditions que l’on peut évidemment comprendre dans 
celle-ci : Le plus grand coté doit être moindre que la 
somme des deux autres. 


PROBLÈME IV. 


AO. Étant donnes deux cotés a et b d’un trian- Fig. 89, 
gle, et l’angle À opposé au premier, construire le 90, 91 
triangle. | CRE 

À l'extrémité A d’une droite AC — D, faites un angle 
égal à l'angle donné A; puis, du point C comme centre, 
et avec un rayon égal à «, décrivez un arc qui coupera 
le côté AB de cet angle en B, et joignez BC: le triangle 
ABC résoudra évidemment le problème. Examinons 
maintenant cette solution. Il peut se présenter trois 
cas, Selon que l’angle A est obtus, droit ou aigu. 

Premier cas. Si l'angle A est obtus, le côté a qui lui Fig. 89. 
est opposé doit être plus grand que # (155), et ainsi 


Fig. 90. 


Fig. 91. 


Fig, 92. 
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le problème sera impossible si cette condition n’est pas 


remplie. Et en effet, si du point C on abaisse une per- 
pendiculaire sur AB, elle tombera nécessairement sur 
son prolongement, sans quoi on aurait dans un triangle 
un angle droit et un angle obtus, ce qui est ab- 


surde (448), puisque d'ailleurs elle ne peut couper AB 


en À : donc, pour que la circonférence puisse couper 
AB, il EL et 1l suffit que son rayon & soit plus grand 
que AC — b. 

Second cas. Si l'angle A est droit, il faut encore 
que a soit plus grand que 2 (456). Si cette condition est 
remplie, la circonférence coupera AB et son prolon- 
gement, et les deux triangles A BC, AB C, satisferont 
à la question. Mais ces deux solutions n’en font qu'une; 
car on voit, en pliant la figure le long de AC, que ces 
deux triangles se recouvrent exactement (4 70). 

TL bn cas. Si l'angle À est aigu, et que le côté & 
soit plus grand que à, la circonférence enveloppera le 


point À, et par conséquent coupera AB et son prolon- 


gement : donc le problème sera possible, et n’admettra 
qu'une solution. Il en sera de même si a — D; car alors. 
À sera un point d'intersection. Dans ces deux cas, l’an- 
gle B sera aigu, puisqu'il sera ou plus petit que À (455) 
ou égal à A (157). 

Si a << b, la circonférence ne coupera la droite in- 
définie A B qu'autant que & ne sera pas moindre que 
la perpendiculaire CI abaissée du point G sur cette 
droite (53). Si «a == CI, la circonférence sera tangente 
à AB au point I (87). Le triangle AIC résoudra alors 
le problème, et l'angle B sera droit. Enfin si a > CI, 
la circonférence coupera À B aux deux points B et B’; 
car À lui est extérieur. Alors les deux triangles ABC, 
AB'C, satisferont également à la question. Ainsi le 
problème admettra deux solutions; et ce qui les dif- 
férencie, c'est que dans l’un de ces deux triangles . 
l’angle opposé au côté est aigu, et que dans l’autre 
il est obtus : en outre ces deux angles sont sup- 
plémentaires ; car dans le triangle CBB' l'angle BBC 
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est égal à B (457), et de plus il est supplémentaire 


de A BC. 
PROBLÈME V. 


OA. Construire un parallélogramme, connaissant 
deux cotés a, b, et l'angle compris À. 


A l'extrémité d’une droite AB égale à &, je fais un Fig. 69. 


angle D AB — À, et je prends sur son second côté une 
longueur À D — &. Puis des points B et D comme cen- 
tres , et avec les rayons respectifs à et &, je décris deux 
arcs qui se coupent en C; je joins CB et CD, et ABCD 
est le parallélogramme demandé. En effet, ce quadri- 
latère est un parallélogramme (177); car il est clair 
que ses cotés opposés sont égaux; de plus l'angle A et 
les côtés qui le comprennent ont été faits égaux à l’an- 
gle et aux deux côtés donnés. 

On voit. que le problème n’admet qu’une seule solu- 
lution, et qu'ainsi un parallélogramme est déterminé 
par deux côtés et l’angle compris. 

242. Puisqu’un parallélogramme est déterminé lors- 
que l’on donne deux de ses côtés et l'angle compris, on 
voit 4° qu'une losange le sera par la connaissance 
d'un angle et d’un cote; 

2° Qu'un rectangle est determine quand on con- 
naît ses deux cotes contigus, que l’on nomme sa base 
et sa hauteur ; 

3° Qu'un carre est determine par la connaissance 
de son coté, et on construira d’ailleurs ces trois figures 
par le procédé du n° 244. 


PROBLÈME VE 


243. Construire un polygone égal à un polygone 
donne. 

La méthode que nous avons indiquée au n° 204 
peut évidemment servir à résoudre ce problème, mais 
elle présente un inconvénient assez grave, en ce que 
la moindre erreur commise sur un angle influant sur 
les directions des côtés de tous les angles suivants, la 


. 
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Fig. 93. 


Fig. 94, 
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longueur du côté qui doit fermer le polygone pourra 
être très-sensiblement altérée. Le procédé qui suit, d’ail- 
leurs plus simple, est à l’abri de cet inconvénient. 

Par le sommet A du polygone donné ABCDEFGI 
tirez une droite quelconque À A” d’une grandeur arbi- 
traire, et par tous les autres sommets menez-lui des 
parallèles indéfinies sur lesquelles vous prendrez des 
longueurs BB', CC',...... toutes égales à A A’et joi- 
gnez enfin A’B', B'C', C'D’...... li est clair que le 
polygone A'B'C'D'E'F'G'T est égal à ABCDEFGl; 
car leurs côtés et leurs angles homologues sont égaux 
chacun à chacun (478, 174 et 714). 

21/4. ProBLÈMEs À résoupre. 1° Construire un 
triangle connaissant un angle, un des cotes qui lui 
sont adjacents et la somme ou la différence des deux 
autres cotes. 

2° Construire un triangle, connaissant un angle, 
la somme ou la différence des cotés qui le compren- 


nent et le troisième cote. 


3° Construire un triangle, connaissant le rayon 
du cercle inscrit à ce triangle, un de ses cotes et la 
somme ou la di ifférence des deux autres. 

N° Étant donnés un angle d'un triangle et les 
rayons des cercles qui lui sont inscrits el CIrCOnsCrüs, 
construire ce triangle. 

D° Construire un triano ole connaissant sa base, 
sa hauteur et le rayon pa cercle inscrit ou celui 2 
cercle circonscrié. 


6° Ætant données deux circonférences O et O' et 


deux droites AB et CD de grandeur et de position, 


construire un triangle dont un des cotes ait ses extre- 


miles sur ces deux circonférences, et dont les deux 
autres cotes soient respectivement égaux et parallèles 
à AB et à CD. 

1° Par un point donné sur le plan de deux pa- 
rallèles, mener une sécante telle que. la somme ou la 
di iffé erence des distances des points où elle les coupera 
au point donné soit égale à une droite donnée. 


EU 
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8° En quel point la bille placée en F doit-elle aller 
frapper la bande AB d'un billard » pour venir cho- 
quer une bille placee en G()? 
9° Æn quel point la bille placée en F doit-elle aller 
frapper la bande AB d’un billard pour qu'après avoir 
heurte successivement les trois autres bandes BG, CD 
et DA elle vienne choquer une bille placée en G? 
10° Mener par l’un des points d’intersection de 
deux circonferences une sécante telle que la somme 
ou la difference des cordes qu’elle laissera dans ces 
deux circonferences soit égale à une droite donnée m. 
— Dans quel cas la somme des deux cordes sera- 
t-elle la plus grande possible ? 
11° Construire un triangle égal a un triangle donne 
et qui soit tel que les directions de ses cotes passent 
par trois points donnes. : | 
12° Par trois points donnés faire passer les cotes 
se triangle équilatéral qui soit le plus grand pos- 
sible, 


(E 


(*) On sait que la direction que suit la bille en se réfléchis- 
sant fait avec la bande un angle égal à celui que fait avec elle la 
droite suivant laquelle elle est venue la heurter. 


Fig. 96. 
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DES LIGNES PROPORTIONNELLES ÉT DES 
POLYGONES SEMBLABLES, 


RARE RER 


CHAPITRE PREMIER. 


DES LIGNES PROPORTIONNELLES. 


TuéorèMme [I 


245. Trois parallèles AB, CD et EF coupent deux 
droites quelconques AE et BF en parties proportion 
nelles, c'est-à-dire qu’on aura la proportion 

AC:CE::BD :DF. G | 

Nous distinguerons deux cas, selon que les droites M 
AC et CE seront commensurables ou qu'elles ne le se- 
ront pas. 

1° Supposons que AG et CE soient commensura- 
bles et que leur commune mesure soit contenue 8 fois 
dans AC et 3 fois dans CE : le rapport de ces deux # 
droites sera $. Si, par tous les points de division de AE, # 
on tire des parallèles à EF, je dis qu'on partagera ainsi 


: dite M acubéé  éutin éner -r NP Re 


BF en onze parties égales, de sorte que BD en conte- 
pant Auët et DF trois, le rapport de BD à DF sera 
aussi $, En effet, si par tous les points de division de 
BF on mène des parallèles à AE, on formera une suite 
de triangles BGI, IKL, LMN, NOP,... qui seront 
tous égaux (1GA), car les côtés BG, IK, LM, NO... w 
sont égaux aux parties de AE (175), et par consé- \ 
quent égaux entre eux; les angles B, I, L, N... sont 
correspondants, et les angles G, K, M, O.... ont leurs 
côtés parallèles et dirigés dans le même sens; donc 
ces triangles sont tous égaux; donc BI — IL = LN 


DES LIGNES PROPORTIONNELLES,. 95 


— NP... ; donc enfin le rapport de BD à DF està, 
et par conséquent 
AC:CE::BD:DF. 


2° Supposons que les droites AC et CE soient in- Fig. 97. 
commensurables. Je partage CE en un nombre quel- 
conque de parties égales, et je porte l’une de ces parties 
sur À C autant de fois qu'elle pourra y être contenue. 

Soit À G le reste que je trouverai ainsi : je tire GI pa- 
rallèle à AB, et comme les droites GC et CE sont 
commensurables, j'aurai 

GC 1D 


ou, ce qui revient au même, 

AC—AG  BD—BI 

HEC MUT Dr 
Or, AG et BI sont deux quantités variables qui ten- 
dent en même temps vers zéro, à mesure que le nom- 


bre des parties dans lesquelles on divise la droite CE 


: AC—AG 
est plus grand; donc les rapports variables MEET 


BD—BI Ha AA GC 
PESTE tendent respectivement vers les limites cé 
BD. ; : 
et DK? mais ces rapports variables sont constamment 
égaux; donc leurs limites sont égales; donc 


= DR ou bien AG:CE::BD:DF, 
ce qu'il fallait démontrer (°). 


(*) On peut donner de ce théorème une démonstration ana- 
logue à celle que nous avons indiquée dans la note du n° 108. 

Portons CE sur AC autant de fois que la chose sera possible : Fig, 98: 
nous trouverons qu'elle y est contenue deux fois, avec le reste 
GC, de sorte que | 

AC=92CE+GC. | 

Mais si, par les points de division I et G, nous menons des 
parallèles à A B, nous déterminerons sur BF des parties B K et 
KL égales à DF, car, si l’on tire BM,KN, DO parallèles à 
AË, ces droites seront égales respective} à AI,1G,CE (175); 
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916. Cororraire 1. S% l’on coupe deux droites 


Fig. 99. quelconques AB et A'B" par une suite de parallèles 


Fig. 100. 


AA’, CC’, DD’, etc., les parties de l’une seront pro- 
por tionnelles aux pal Lies correspondantes de l’autre, 
de sorte qu'on aura 

A C:20 2 CD : CDS: D'F':: FR EP". 

247. Cororrarre 1. Toute parallèle DF à l’un 
des cotes BC d’un triangle coupe les deux autres 
cotés en parties proportionnelles, car on peut conce- 
voir une troisième parallèle par le sommet A, Ainsi on 
aura 

AD :DB::AF:FC. 

En appliquant à cette proportion le principe du 

n° 229 de l’arithmétique, il viendra 
AB: A CAD AT DD: EC" 


de plus, les angles B, K, D, seront égaux comme correspon- 
dants, et les angles M, N, O, le seront aussi comme ayant les 
côtés parallèles et dirigés dans le même sens : donc les triangles 
BMK,KNEL, DOF sont égaux (161); donc leurs côtés homo- 
logues BK, KL, DF, sont égaux (162). Ainsi 


BD—2DF+LD. 


On voit donc que la droite BD contient D F autant de fois 
que AC contient EC, et que le reste LD (LD est plus petite 
que DF, sans quoi GC serait ou égale à CE, ou plus grande 
que cette droite) correspond au reste GC. Par conséquent, si 
l'on porte à son tour GC sur CE, et que, par les points de di- 
vision on mène des parallèles à AB, ou verra de même que F D 
contiendra LD autant de fois que CE contiendra GC, et que la 
partie restante de la première correspondra à la partie restante 
de la seconde, et ainsi de suite, si l’on continue d’effectuer sur les 
droites AC et CE et sur BD et DF les opérations nécessaires pour 
trouver la commune mesure des deux premières lignes et celle 
des deux autres. Les deux séries de quotients que l’on obtiendra 
ainsi seront donc les mêmes, Par conséquent si l’on développe 
en fraction continue le rapport des deux droites ACet CE, ct 
celui des deux droites BD et DF, on trouvera la même expres- 
sion (30 ); donc ces deux rapports sont égaux, donc on a la 
proportion 

AC:CE::BD:DF, 
ce qu’il fallait démoyrer. 
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948. Réciproquement toute droite CD qui divise 
en parties proportionnelles les deux cotes non-paral- 
lèles d’un trapèze ABEF est parallèle aux deux 
bases, c’est-à-dire que si lon a la proportion 

AC:CE::BD:DPF, Fig. 97. 
la droite CD sera parallèle à AB. 

En effet, si cela n’a pas lieu , je mènerai par le point 
C une parallèle CD’ à AB, et j'aurai ainsi 

AOOEE::BD": Dr 
Cette proportion et la précédente ayant un rapport 
commun, on en conclut | 

BD : DF :: BD':D'F. 
Or, cette proportion est absurde, car le premier anté- 
cédent est plus grand que le second, tandis que le pre- 
mier conséquent est au contraire plus petit que le se- 
cond. Donc on ne pouvait pas supposer que la droite 
CD ne fût pas parallèle à AB; donc ces deux lignes 
sont parallèles. 

Cette démonstration est, comme on voit, une nou- 
velle application du principe que nous avons posé au 
n° AG. 

219. Cororraire 1. Toute droite qui divise deux 
cotés d’un triangle en parties proportionnelles est 
parallèle au troisième, car on peut regarder ur trian- 
gle comme un trapèze dont une des bases serait nulle. 

220. Cororraire 1. Donc st l’on coupe en par- 
aes proportionnelles les droites AB, AG, AD, AE, AF, Fig. 101. 
menées d'un même point À aux différents points de 
la droite XY, tous les points de division B', C', D’, 
E’, F' seront en ligne droite. 


TurorèiMe III. 


221. Toute droite qui divise un angle intérieur ou 
exterieur d'un triangle en deux parties égales, par- 
age le coté opposé en deux SRGMENTS ADDITIFS Oo 


1 


Fig. 102. 
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SOUSTRACTIFS (‘) qui sont proportionnels aux cotés 
adjacents. | 


4° Soit AI la bissectrice de l’angle A, je lui mène 
par le point B une parallèle terminée en D au prolon- 
gement du côté CA, et nous aurons ainsi la propor- 
tion (217) 

IB:IC::AD:AC, 
de sorte que la première partie de notre théorème sera 
démontrée si nous prouvons que DA =BA. Or, l’an- 
gle BDA —TAC (69, 3°), l'angle DBA — BAT (69, 4°); 
mais les angles I AC et BAT sont égaux par hypothèse; 
donc BDA = DBA; donc DA — BA, et par suite 
IB:ICSABTAC: 2,0); 

2° Soit AT la bissectrice de l’angle extérieur DAB, 
on fera la même construction, et en prouvant que D’A 
— AB on arrivera à la proportion 

BRETON ARE RC (D 

992. Cororrarre. Si le point À se meut de telle 
manière que le rapport de ses distances aux points B et 
C reste constant, les bissectrices de l'angle BAC et de 
son supplément BA D couperont toujours la droite in- 
définie BC aux points I et l’, or l'angle IAT qu'elles 
forment est droit; donc le point À parcourra la circon- 
férence décrite sur IE’ comme diamètre. Donc le lieu 
géométrique de tous les points dont les distances à 
deux points donnés B et G sont dans le rapport con- 


stant L, est la circonférence qui a pour diamètre 


l'intervalle compris entre les deux points de BC, 
dont les distances à B et à GC sont proportionnelles 
ä p et à q. | 


(:) On appelle segments d’une droite les distances d’un point 
de sa direction à ses deux extrémités, et les segments sont dits 
additifs ou soustractifs, selon que ce point est situé sur la droite 
ou sur son prolongement. 
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TaéorèMEe IV. 


003. Deux triangles equiangles entre eux ont 
leurs cotes homologues proportionnels. (Les côtés 
homologues sont ceux qui sont opposés à des angles 
égaux.) 

Supposons les trois angles À, B, C, respectivement Fig. 103. 
égaux aux angles A”, B', C’ : je dis que les deux triangles 
ABC et A'B C’ auront leurs côtés homologues propor- 
tionnels. 

En effet, puisque l'angle A—A", si l’on prend sur 
les côtés AB et AC des parties AD et AF respective- 
ment égales à A'B' et à AC’, et qu'on joigne DF, on 
formera un triangle ADF égal à A’B'C' (159) : donc 
leurs parties homologues sont égales; ainsi le côté 
DF=—B'C', et l'angle ADF—B'; par conséquent cet 
angle ADF est aussi égal à B; donc la droite DF est 
parallèle à BC (70, 3°); donc on a la propor- 
tion (247). 

AB AD SERGE" 

Or, si l’on mène FG parallèle à AB, cette droite 
coupera les deux côtés AC et BC en parties propor- 
tionnelles ; et, comme BG=—DF (475), on aura la 
proportion 

AG:AF.% BC:DF. 
Donc, à cause du rapport commun A C : AF , on aura 
RDA AC: AF :: BC: DE. 
ou , en remplaçant les lignes AD, AF et DF par leurs 
égales AB’, A’C' et B'C : 
AB::.A'B'+: AC :A'CS: BC:BC, 
ce qu'il fallait démontrer. 

224. Scaozre. Observez que dès que l’on aura 
reconnu que deux triangles ont deux angles égaux 
chacun à chacun, on pourra en conclure que leurs 
côtés homologues sont proportionnels : car le troi- 
sième angle de l’un sera égal au troisième de 


l'autre (149). 


Fig. 102. 


}'ig. 104. 
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TuéorÈèMe V. 


295. Les droites AC, AD, AE, gui partent du 
sommet d’un triangle ABE, divisent sa base et sa 
parallèle BF en parties proportionnelles , et sont 
aussi coupées par cette parallèle en parties propor- 
tionnelles. 

En effet, les triangles ABC et AB'C', ACD et 
ACD', ADE et AD'E', AEF et AF'F' sont équi- 
angles (69, 3°) : donc leurs côtés homologues sont 
pr oportionnels (223); ainsi nous aurons éntre ces côtés 
les quatre suites de rapports égaux 


ABtAB "BOB CO :: AG AAC, 


RO OU à D DU 
AD2A D: DÉSD'ET"S ABSAE" 


AE :AE' ::EF :ETF'::AF :AF". 

Chaque suite étant ainsi liée avec celle qui vient après 
par un rapport commun, on doit en conclure que tous 
les rapports qui les composent sont égaux , et qu’ainsi 

DB O0 0D:CD TE DE DE SSER EE, 
et que 

AB : AB':: AC : AC'::AD : AD': AE : AE/::AF : AF': 
ce qui prouve , 4° que les droites BF et B'F’ sont cou- 
pées en parties proportionnelles ; 2° que la droite BF” 
coupe AB, AC, AD, AE et AF en parties propor- 
tionnelles. 

Tasorime VL 

296. Si deux angles BAC, B'A'C', ont leurs cotes 
AB et A'B', AC er A'C' parallèles, proportionnets , et 
diriges dans le même sens ou en sens contraires , les 
droites qui, joindront les extrémités B et B', C et C' de 
leurs cotes homologues, iront concourir avec celle 
qui Joint leurs sommets À ét Ar. 

En effet, soit O le point de concours de BB' et de 
AA, je dis que les trois points O, C'et C sont sur une 
même ligne droite. Supposons , en effet, qu'il n’en soit 
pas ainsi, et soit C” le point où OC coupe A'C'; puisque 
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A'C! est parallèle à AC les triangles OACG et O AC? 
sont équiangles et par conséquent (223) 


ACRAC" "SOA: OA: 
mais les triangles O AB et OA'B' donnent pareil- 
lement 
MBAAD  :: OAMIOAN: 
donc, à cause du rapport commun, 
ADR :: AC AC? 
Or, on a, par hypothèse, 
ABB: AC : A6 


cette proportion et la précédente ont trois termes cor- 
respondants ÉgaUX ; donc leurs quatrièmes termes sont 
égaux, donc A/C'— A'C'; donc les trois points O; C 
ét C Su en ligne droite, ce qu'il fallait Au 

227. Score. Remarquons que cette démonstra- 
tion est indépendante de la grandeur des angles égaux 
BAC et B'A'C’, et qu’elle s’appliquerait au cas où les 
lignes brisées BAC et B’A'C’ deviendraient deux 
Does parallèles. 

D'où il suit que /es diagonales dun trapèze > GiNSÈ 
que les directions des cotés non-parallèles, vont se 
croiser sur la droite qui joint les milieux des deux 
bases : car les droites AI et MC, IB et DM, sont pro- Fig. 68. 
portionnelles, parallèles et de sens contraires, et les 
droites AI n DM, Blet MC sont proportionnelles , 
parallèles et de mêmes sens. 

Donc, siune droite glisse sur le plan d’un triangle 
pai alièlement à à sa base, et que, dans chacune de ses 
positions, on Joigne avec les extrémités de la base les 
points où elle coupe les deux autres côtés , LE Lieu des 
points de section de toutes les lignes de TORCTION sera 
la droite, qui va du sommet du triangle au milieu de 
sa base. 


TuéorÈème VI. 
298. Deux sécantes OA et OB qui partent d’un Fig. 105. 


méme point O pris hors &’une circonférence , sont 
réciproquement proportionnelles à leurs parties ex- 
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térieures OG et OD, c'est-à-dire que l’on a la pro- 
portion 

OA : OB :: OD:0C, 
dans laquelle l’une des sécantes et sa partie extérieure 
forment les deux extrêmes ou les deux moyens. 

Pour le démontrer, joignons AD et BC, et nous 
formerons deux triangles équiangles ADO et OBC : 
car l'angle O leur est commun, et les angles inscrits A 
et B s'appuient sur le même arc CD. Leurs côtés ho- 
mologues sont donc proportionnels : ainsi 

OA (opposé à l'angle D):OB (son homologue, 

comme opposé à l'angle C, légal de D) :: OD 

(opposé à l’angle A) : OC [son homologue, comme 

opposé à l'angle B, l’égal de A()], 
ce que nous voulions démontrer. 


229. Cororrarre. Si l’on observe que la démons- 
tration précédente est indépendante de la grandeur de 
la corde BD que la sécante OB laisse dans la circon- 
férence, on en conclura que la proportion ci-dessus 
subsistera toujours, si l’on fait tourner OB autour de O, 
de manière qu’elle tende à sortir du cercle : donc elle 
aura encore lieu à la limite, c’est-à-dire quand la corde 
BD sera devenue nulle. Mais alors la sécante OB et 
sa partie extérieure OD seront devenues égales toutes 
deux à la tangente OT : donc on aura alors : 


OA: OT: 060 
ce qui nous apprend que lorsqu” une tangente et une 
sécante partent d’un même point , la tangente est 
moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa 
partie exterieure (?).. 


(*) Toutes les fois que l’on établira une proportion entre les 
côtés de deux triangles, on ne devra Jamais négliger de consta- 
ter, ainsi que nous venons de le faire , que les deux termes Vo 
chaque rapport sont des côtés homologues. 

(?) Ce théorème pourrait se démontrer & priori de la manière 
suivante : 

Si nous joignons les points À et C avec le point de contact 


DES LIGNES PROPORTIONNELLES, 103 


THÉORÈME VIIL 
230. Les parties de deux cordes AC, BD, qui Fig. 106. 


se coupent, sont réciproquement proportionnelles , 
c'est-à-dire que l’on a la proportion 


OA: OB :: OD:0OC, 


dans laquelle les deux parties d’une corde forment les 
extrêmes ou les moyens. 

En effet, si nous joignons AD et BC, nous forme- 
rons Îles de triangles équiangles AOD et BOC : car 
les angles en O sont opposés par le sommet, et les an- 
glesi inscrits À et Bs ’appuient sur le même arc DC: donc 
leurs côtés homologues sont proportionnels ; in 

OA:0O0B:: OD:OC, 
ce qui démontre notre proposition. 

231. Scnoz1s. Si, dans les proportions fournies par 
les théorèmes des n° 298, 929 et 230, on égale le 
produit des moyens à celui des extrèmes, on trouvera 
OA. OC = OB.OD — OT”; d’où l’on voit que ces 
trois théorèmes sont compris dans le suivant : 


TaéorÈMe IX. 


Si d’un point quelconque, on mène arbitrairement 
une sécante à une circonference, le produit des dis- 
tances de ce point aux deux points d’intersection est 
constant. 
232. On appelle projection d’une droite AB sur Fig, 107. 
une autre XY, la portion A’ B' de cette seconde com- 
prise entre les perpendiculaires abaissees sur elle des 
deux extrémites de la première. D'où l’on voit que 
dans un triangle rectangle chaque côté de l'angle 


T, nous formerons les deux triangles équiangles AOT et COT: 
car ils Ônt l’angle commun O, et les angles O AT et CTO ont 
chacun pour mesure la moitié de l'arc CT: donc BALE côtés 
homologues sont proportionnels; ainsi 


OAS:0 T°: OU: OC. 


Fig. 108. 
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droit est la projection de lhypoténuse sur sa di- 


rection. 
THÉéoRÈME X. 


953. Si du sommet À de l’angle droit d’un trian- 
gle rectangle ABC on abaiie une perpendiculaire 
Al sur l hypoténuse, 

4° Cette perpendiculaire partagera le triangle en 
deux autres qui lui seront eguiangles , et qui ge SE 
ront par conséquent enire eux. 

2° Elle sera moyenne proportionnelle entre les 
deux segments BI et IC de l’hypoténuse. 

3° Chaque coté de l'angle droit sera moyen pro- 
portionnel entre l hypoténuse El sa projection sur 
cette hypotén use. 

4° Le carré de la longueur (26) de l'hypoténuse 
sera égal à la somme des carrés des longueurs des 
deux Autres cotes. (Cette proposition est connue en 
géométrie sous le nom de {héorème de Pythagore, du 
nom du philosophe qui l’a découverte.) 

5° Les carrés des longueurs des trois cotés seront 
proportionnels aux longueurs des projections de ces 
cotés sur l’hypotenuse. 

En effet, 1° les triangles ABT et ABC sont équian- 
gles : car ils sont rectangles lun en I, l’autre en A; 
angle B leur est commun : donc le Rd angle 
BAI du premier est égal au troisième angle C du 
second. ; 

On démontrerait de la même manière que les trian- 
gles AIG et ABC sont équiangles, et que par consé- 
quent les deux triangles AIB et AIC jouissent de la 
même propriété [on le ferait voir directement en ob- 
servant que leurs angles aigus ont leurs côtés perpen- 
diculaires (74) | 

2° Les triangles AIB et ATC étant équiangles, leurs 
côtés homologues BI et AT, AT et 1C, sont propor- 
tionnels : ainsi on a la proportion 


AR Co ATiTCS 
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ce qui prouve que la perpendiculaire AT est moyenne 
proportionnelle entre les deux segments BI et IC de 
l’hypoténuse. 

3° Puisque les triangles AIB et ABC sont équian- 
gles, leurs côtés homologues BI et AB, AB et BC, 
sont proportionnels : on a donc la proportion 


DRÉNRPREAR : BCE, 0): 


Les triangles AIC et ABC donnent de même, en 
comparant leurs côtés homologues, 

IC: AC NAC : BC... 20002). 

Donc chaque côté AB ou AC de l'angle droit est 
moyen proportionnel entre l’hypoténuse BC et sa 
projection BI ou IC sur cette hypoténuse. 

4° Si l’on suppose que l’on ait #esure (28) les trois 
côtés de notre triangle, ainsi que les segments BI et 
IC de l’hypoténuse, et que les proportions (4) et (2) 
aient été établies entre les longueurs trouvées, on 
pourra, dans chacune, égaler le produit des moyens à 
celui des extrêmes, ce qui donnera 


ABRTEBT BC: 
et AC —IC.BC. 

Si l’on additionne ces deux égalités membre à mem- 
bre, et que dans l'addition des seconds membres on 
mette BC en facteur commun des quantités qu’elle 
multiplie, on trouvera 

AB + AC° — (BI + IC ).BC; 
mais BI + IC — BC; donc on aura enfin : 
AB'+ AC’ — BC’. | 

Ainsi le carré de la longueur de l’hypoténuse est 
égal à la somme des carrés des longueurs des deux au- 


tres côtés. 
9° Puisque nous venons de voir à l'instant que 


AB —BI.BC, AC’-=CI.BC; 


et comme d’ailleurs 
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BC’ = BC.BC, 


nous aurons évidemment la suite de rapports égaux 
AB°:BI.BC :: AC°: CI.BC :: BC’ : BC.BC; 
car la raison de chaque rapport est l’unité,. 
Divisant maintenant tous les conséquents par BC, 


_ce qui revient à multiplier chaque rapport par ce 20m- 
bre, il viendra 

AB°:BI :: AC':CI :: BC’: BC, 
ce qui démontre que les carrés des longueurs des trois 
côtés sont proportionnels aux longueurs de leurs pro- 
jections respectives BI, CI et BC, sur lhypoténuse. 

254. CorortAïKE +. Il suit du principe 4° que, 
pour calculer ! l’hypoténuse d’un triangle rectangle, 
lorsque l’on connaït les long Leurs des deux autres 
cotes, il faut additionner les carrés de ces longueurs 
ci exiraire la racine carrée de leur somme. Si, par 
exemple, les deux cotés de l'angle droit avaient res- 
pectivement 3 mètres et 4 mètres, on élèverait les deux 
nombres abstraits 3 et 4 au carré, ce qui donnerait 
9 et 16, et l’on extrairait la racine carrée de leur 
somme, 25. Cette racine est 5 : donc l’hypoténuse a 
5 mètres. 

235. Il suit encore du même principe que, si du 
carré de Phypoténuse (*) on retranche le carré d’un 
des côtés de l’angle droit, le reste sera le carré de 
l’autre-côté : donc, pour calculer un des cotes de l’an- 
gle droit d’un triangle rectangle, on retranchera du 
carré de l’hypoténuse le carré du coté connu, et l’on 
extraira la racine carrée du reste. On trouvera ainsi 
que dans un triangle rectangle dont l’hypoténuse a 
5" et l’un des côtés 4”, l’autre vaut 


1/25 — 16 — v9= 3". 


(*) Désormais, quand nous voudrons parler du carré de la 
longueur d’une droite , du produit ou du quotient des longueurs 
de deux droites, nous dirons, pour abréger, le carré de cette 
droite, le produit ou le quotient de ces droites. 
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056. CororLaïRE 1. Si d’un point quelconque A 
d’une circonférence on mène les deux cordes AB, AC, 
aux extrémités du diamètre BC, on formera un trian- 
gle rectangle ABC (147), auquel on pourra appliquer 
les principes 2° et 3° : on en conclura donc que 

4° La perpendiculaire abaissée d’un point quel- 
conque de la circonférence sur un diamètre est 
moyenne proportionnelle entre les deux segments de 
ce diamètre (*). Cette proposition découle immédiate- 
ment de celle du n° 239, en y supposant que les deux 
cordes soient perpendiculaires entre elles et que l’une 
d'elles soit un diamètre. 

2° Toute corde menée par l'extrémité d’un dia- 
mètre est moyenne proportionnelle entre ce diamètre 
et sa projection sur lus. 

9237. CororLatre 11. Sc des extrémités d’un même 
diamètre on tire différentes cordes AC, AD ,BF....., 
les carrés de ces cordes seront proportionnels à leurs 
projections sur le diamètre. 1 suit en effet du corol- 
laire précédent que le carré d’une corde est ésal au 
produit de la projection de cette corde par le dia- 
mètre : ainsi 


AC°—AC/.AB...AD°'—AD'.AB.,..BF°—BF'.AB; 
d’ailleurs AB° — AB. AB : donc 


(*) Ce théorème fournit une solution de ce problème d’algè- 
bre: Partager un nombre donné en deux parties dont le produit 
soit MaxIMUM ? On peut concevoir en effet que l’on ait décrit une 
circonférence dont la longueur du diamètre soit exprimée par 
ce nombre (26): alors, si d’un point quelconque de cette circon- 
férence on abaisse une perpendiculaire sur le diamètre, il suit du 
théorème en question que le produit des deux segments de ce dia- 
mètre sera égal au carré de cette perpendiculaire ; mais le maxi- 
mum de cette droite est le rayon : donc le produit des deux se= 
gments sera maximum quand la perpendiculaire ira tomber au 
centre : car c’est alors seulement qu’elle sera égale au rayon. 
Donc, pour partager un nombre en deux parties dont le produit soit 
MAXIMUM, £l faut le partager en deux parties égales. 


Fig. 109. 


Fig. 110. 
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AC°:AC’.AB::AD°:AD'".AB::BF°:BF/.AB:: AB":AB.AB: 
d'où, en divisant tous les conséquents par le nombre 
AB, 
AC° : AC :: AD° : AD’ :: BE°:BF'/:: AB: : AB; 


ce qu'il fallait démontrer. 


Taéorème XI. 


938.. Dans tout triangle, le carré d’un coté quel- 
conque AB est égal à la somme des carrés des deux 
autres AC et BC, augmentée ou diminuée du double 
produit de l’un de ces deux cotés BG, par la projec- 
tion CI de l’autre AC sur lui, selon que l’anele C 
opposé au premier coté AB est obtus où aigu. 

En effet, pour projeter le côté AC sur CB, nous 
abaisserons du point À une perpendiculaire AT sur 
CB, et cette perpendiculaire tombera à droite ou à 
gauche du point C, selon que l’angle GC sera obtus ou 
aigu , sans quoi le triangle AIC aurait un angle obtus 
et un angle droit, ce qui est absurde. Cela posé, dans 
le triangle rectangle ABT nous avons (233, 4°) : 

AB° — Al + BL’. 

Mais BI — BC CI, suivant que l’angle C est obtus 
ou aigu ; or on démontre, dans tous les traités d’algèbre, 
que le carré de la somme ou de la différence de deux 
quantités est égal à la somme des carrés de ces quan- 
tités , augmentée ou diminuée de leur double produit : 
donc 


BI — BC +CIÆ2B0C.CI. 
Substituant cette valeur de BI° dans celle de AB, 
il viendra 
AB — AI +BC'+Cl+2BC.CI. 
Mais AT et CI sont les deux côtés de l'angle droit 
du triangle rectangle ACT : donc la somme de leurs 
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carrés fait AC’; remplaçant donc, dans l'égalité pré- 
cédente, AL° + CL par AC, on aura enfin 

AB°— AC°+BC'+2BC.CI, 
ce qui démontre le théorème énoncé : car le Signe su— 
périeur se rapporte, comme nous l'avons observé, au 
cas où l'angle C est obtus, et le signe inférieur à celui 
où il est aigu. 

Remarquons que, dans la figure AAA, BI est égal Fig, 111. 
à CI— BG, et non pas à BC— CI; mais son carré 
n’en est pas moins CL + BC°—2CI.BC. 

259. CororLaire. Le théorème précédent montre 
que le carré d’un coté quelconque d'un triangle est plus 
grand ou plus petit que la somme des carrées des deux 
autres, selon que l'angle qui lui est opposé est obtus 
ou aigu. I] suit de là, et en appliquant le principe du 
n° 93, que, 

1° Si le carré du plus grand cote d’un triangle 
surpasse la somme des carrès des deux autres, l'an- 
gle opposé sera obtus; 

2° Sx le carre du plus grand coté d’un triangle est 
moindre que la somme des carrès des deux autres, 
l’angle opposé sera aigu, et ainsi le triangle sera 
acutangle (435). 

Exemple. Les trois côtés d’un triangle valent res- 
pectivement 5", 7% et 8" : de quelle espèce est ce 
triangle? Le carré de 5 est 25; celui de 7 est 49, leur 
somme 74 est plus grande que 64, qui est le carré du 
troisième côté : donc le triangle est acutangle. 

3° Si le carre du plus grand coté est égal à la 
somme des carrés des deux autres, l’angle oppose 
sera droit, et le triangle sera rectangle. Ainsi le 
triangle dont les trois côtés contiendraient respective- 
ment 3, 4 et » fois l’unité linéaire, serait rectangle. 


TaéorëmEe XIL 


2/0. Dans tout triangle, ABC, la somme des carrés Fig. 112. 
de deux cotes AB et AC est égale au double du carré 
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de la moitie du troisième, plus le double du carré de la 
droite quijoint le milieu de ce coté au sommetopposé À. 

Abaissons, en effet, du sommet A la perpendiculaire 
AI sur le côté opposé BC, ce qui déterminera les pro- 
jections BI et IC des deux autres côtés AB et AC 
sur cette base. Alors, d’après le théorème du n° 258, 
les triangles BD A et CDA nous donneront respecti= 
vement : | 

AB—AD'+BD'—2BD.DI, 
AC'—AD°-+CD'+2CD.DI. 

Mais CD — BD: ainsi, en ajoutant ces deux égalités 
membre à membre, nous aurons : 

AB LAC —2AD°+2BD°, 
ce qui démontre notre théorème. 

* 2414. Cororrarres. Si l’on fait mouvoir le point À 
de manière que la somme des carrés de ses distances 
aux points B et C reste constante, sa distance au mi- 
lieu D de BC restera constante. Donc /e lieu geome- 
trique de tous les points qui sont tels que la somme 
des carres de leurs distances à deux points donnés B 
et G est égale à m° est une circonférence dont le 
centre est le milieu D de BC et dont le rayon est egal 


es D°. Pour construire ce lieu, on prendra 

Fig. 113. sur BC une longueur BM — 72; on élèvera au point M 
une perpendiculaire MN — #, puis on coupera la per- 
pendiculaire élevée en C par un arc décrit du point B 
comme centre, avec B N pour rayon, et en tirant enfin, 
par le point D, une perpendiculaire à AB jusqu’à la 
rencontre de B P, on aura le rayon de la circonférence 
cherchée. On voit, en effet, que BP° ou BN°—2/»" 
(254,4), par suite C P* = 2° — B C”, d’où 4A D'— 
2m —A4BD', car CP et BC sont les doubles respectifs 
de AD et de BD (295); donc enfin 


2 m°? S Ra 
AD 5 —bD : 
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TaéorèME XIIL 


249. Dans tout triangle ABC, la différence des Fig. 112. 
carres de deux cotes AB et AC est égale au double 
du troisième BG multiplié par la projection sur ce 
troisième coté de la droite, qui joint son milieu au 
sommet opposé À. 

En effet , si on retranche membre à membre les deux 
équations M: 
| AB'—AD' +BD'—92BD.DI, 
AC°— AD" +CD° +2CD.DI, 


il viendra 


> 


AC'—AB—/BD.DI, 
car BD=CD; mais 4BD.DI—2BC.DI, donc 
enfin 

AC'—AB—?2BC.DI, 
ce que nous voulions démontrer. 

*2%3. Cororraire. Si le point À se meut de telle 
manière que la différence des carrés de ses distances aux 
points B et C reste constante, sa projection sur BC res- 
tera la même. Donc /e lieu géométrique de tous les points 
qui sont tels que la difference des carres de leurs dis- 
tances à deux points donnes B et Cest égale à n°, est le 
système des perpendiculaires menees sur BC à une 


2 


distance de son milieu égale à == — s car les 
| Porc an. 


points dont il s’agit ne doivent pas être plus près de 
l’un des points B et C que de l’autre. En conséquence, 
on élèvera au point D une perpendiculaire D E égale Fig. 114. 


ñ È : re ; 
à 5; on mènera EF perpendiculaire à BE, et il ne res- 


tera plus qu’à prendre D F' égale à DF et à mener par 
les points F et F” des parallèles à D E. On voit, en effet, 


2 


que DE‘=BD.DE où +—BD.DF, d'où enfin 


Fig. 119. 
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THéoriME XIV. 


244. La somme des carres des quatre cotes d’un 
quadrilatère quelconque ABCD est egale à la somme 
des carrès de ses diagonales augmentée du carré du 
double de la droite TK , qui joint leurs milieux. 

Joignons, en effet, le milieu I de l’une de ces dia- 
gonales avec les deux sommets opposés B et C. Les deux 
triangles ABD et A CD donneront respectivement : 


AB'+BD°'—2Bl'+92A, 
CD'+AG—2CI+2AT: 
donc, en additionnant ces deux égalités membre à 
membre, 1l viendra : 


AB°+BD°.--CD°.+ AC'—9BI + 2CL + 4AT°. MÈRE 

Or, dans le triangle BIC, la droite 1K va du som- 
met I au milieu du côté opposé BC; nous aurons donc: 

BI° +Cr—2IK" +2BK, 
et par conséquent 
2B1I +2CI —4IK + 4BK'; 
donc, en substituant dans l'égalité (1), il viendra : 

AB°+ BD'+CD'+AC'— AIR" +4BR° +4Al. 

Mais 4LK° est le carré de 21K; ABK° est celui 
de 2BK , c'est-à-dire de BC, et, par la mème raison, 
BAÏ = AD° : nous aurons donc eufin : 

AB°+BD'+CD'+AC'=(21K) +BC'+AD, 
ce qu'il fallait démontrer. 

245. Cororrarre. Si le quadrilatère A BCD était 
un parallélogramme, ses diagonales se couperaient en 
deux parties égales, de sorte que la droite qui joindrait 
leurs milieux serait nulle. On voit donc que dans tout 


parallélogramme la somme des carres des cotes est 
égale à celle des carrés des diagonales. 
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THÉORÈME XV. 


2A6. Dans tout quadrilatère inscrit ABCD le pro- Fig. 116. 
duit des diagonales AC, BD, est egal à la somme 
des produits des cotés opposés AB et CD, AD et BC (*). 

Je fais au point B l'angle ABI— CBD, et je forme 
ainsi les deux triangles équiangles ABE et CBD : car 
l’angle BAC est égal à BDC comme inscrit dans le 
même segment BADC ; ainsi ils ont deux angles égaux 
chacun à chacun; donc leurs côtés homologues sont 
proportionnels : donc 

AB: BD;: ÀAL:CD: 
d'où l’on tire, en égalant le produit des extrêmes à 
celui des moyens : 

AB.CD—AI.BD. 

Les triangles IBC et ABD sont aussi équiangles : car 
les angles IBC et ABD étant composés de deux an- 
gles égaux chacun à chacun, et d’un angle commun 
IBD, sont égaux; de plus les angles BCI et BDA 
sont égaux comme inscrits dans Île même segment 
BCD A : donc on a la proportion : 

BC:BD :: CI:AD; 
d’où l’on tire : 
BC.AD=CI.BD. 

A joutons cette égalité à la précédente, et il viendra, 
en mettant BD en facteur commun : 

AB.CD+BC.AD=—(AI+CI)BD—AC.BD, 


ce qu'il fallait démontrer. 


(=) On attribue ce théorème à l’astronome Ptolémée. 


Fig. 103. 
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CHAPITRE Il. 


DES POLYGONES SEMBLABLES. 


247. On appelle TRIANGLES SEMBLABLES deux 
triangles qui ont les cotes proportionnels. H existe 
toujours de pareils triangles, car si &, à, c sont les 
trois côtés d’un triangle et que a soit le plus grand, 
on aura a<<b+c, et partant 2a<nb-+nc, quelle que 
soit la quantité z : donc on pourra toujours construire 
un triangle dont les côtés soient 24, nb et nc, puis- 
que la plus grande de ces trois lignes est plus petite 
que la somme des deux autres (209). 


THÉORÈME I. 


248. Deux triangles semblables ABC er A'B'C' 
sont équiangles entre eux. 

Supposons les côtés AB, AC et BC proportionnels 
aux côtés respectifs A'B', A’C’ et B'C, je dis que les 
angles À et A”, B et B’, C et C sont égaux. Prenons en 
effet AD — A'B', AF — A’C' et joignons DF. Cette 
droite coupera donc les côtés AB et AC en parties 
proportionnelles, et sera par conséquent parallèle à 
BC; ainsi le triangle ADF sera équiangle avec ABC, 
de sorte que si l’on démontre qu'il est égal à AB C' 
notre théorème sera démontré. Pour y parvenir, je 
mène FG parallèlement à AB ; cette droite coupera les 
côtés AC et BC en parties proportionnelles, et comme 
BG—DF(1I 74), on aura la proportion 

AG : APSEDBCED PF? 
mais on a, par hypothèse, 

AC:A'C' ::BGBICE 
donc puisque AF—A"C', ces deux proportions ont 
trois termes correspondants égaux, et ainsi leurs qua- 
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trièmes termes D F et B’C’ sont égaux. Il s'ensuit que 
le triangle A’B'C' est égal à ADF (166), et par consé- 
quent équiangle avec le triangle ABC. 


TuéorèMe Il, 


949. Deux triangles sont semblables lorsqu'ils 
sont équiangles entre eux. 

En effet, nous avons prouvé (223) que deux pa- 
reils triangles avaient leurs côtés homologues propor- 
tionnels. 


Tarorème Ill. 


250. Deux triangles sont semblables lorsque leurs 
côtes sont respectivement parallèles. 

En effet, nous avons vu que deux angles dont les 
côtés sont parallèles, sont égaux ou supplémentai- 
res(73); de sorte que si les triangles ne sont pas 
équiangles, il ne pourra se présenter que les trois cas 
suivants : 

4° Les trois angles de l’un des triangles seront sup- 
plémentaires de ceux de lautre; mais alors la somme 
de leurs six angles vaudra six droits, ce qui ne se 
peut (448). 

2° Deux angles de l’un seront supplémentaires de 
deux angles de l’autre, le troisième étant égal de part 
et d'autre; mais alors la somme des six angles surpas- 
sera encore quatre droits, ce qui est absurde. 

3° Un angle de l’un des triangles sera supplément 
d’un angle du second, les deux autres angles du pre- 
mier étant respectivement égaux aux deux autres du 
second; mais alors la somme des angles de l’un ne sera 
pas égale à celle des angles de l’autre, à moins que les 
deux angles supplémentaires ne soient droits, auquel 
cas les deux triangles seront équiangies. 

Donc les deux triangles sont équiangles, et partant 


semblables (249). 
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TarorèmMEe IV. 


254. Deux triangles sont semblables lorsque leurs 
cotés sont respectivement perpendiculaires. 

La démonstration est la même que la précédente. 

952. Scuorrx. Remarquez avec soin que dans ces 
deux derniers cas de similitude de deux triangles, les 
côtés homologues sont ceux qui sont respectivement 
parallèles ou perpendiculaires : car deux pareils côtés 
se trouvent précisément opposés à deux angles dont les 
côtés sont eux-mêmes parallèles ou perpendiculaires, 
c'est-à-dire à deux angles égaux. 


THÉORÈME V. 


253. Deux triangles ABC et A'B'C' sont sembla- 
bles lorsqu’ils ont un angle égal À = A" compris entre 
cotes proportionnels AB et A'B', AC et A'C". 

Prenons en effet AD —A"B', AF — A’C’ et joi- 
gnons DF. Le triangle ADF sera égal à A°B'C' (159) 
et semblable à ABC (249), puisque la droite DF cou- 
pant les côtés AB et AC en parties proportionnelles 
sera parallèle à BC: donc A’B'C' est semblable à 
ABC. 

+ 254. On appelle POLYGONES SEMBLABLES deux po- 
lygones qui sont composés d’un même nombre de 
triangles semblables, chacun à chacun, et semblable- 
ment disposes (*). 


(*) C'est-à-dire que les deux angles dont le sommet commun 
est à l’une des extrémités de la droite qui assemble deux trian- 
gles du premier polygone, sont homologues de ceux dont le 
sommet cominun est à l’une des extrémités de la droite qui as- 
semble les deux triangles semblables du second. Ainsi, pour 
construire sur la droite A’B', homologue de AB, une suite de 

Fig, 117. triangles semblables à ceux du polygone ABCDEFG, et sem- 
 blablement placés, on fera sur cette droite un triangle semblable 
à ABD; puis sur B’D’ un triangle semblable à BDC, avec 
cette condition, que l’angle C'B'D’ soit égal à CBD, et que 
B'D'C' soit égal à BDC, ct ainsi de suite (249). 
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THéoRèmMEe VI. 


955. Deux polygones semblables ont leurs angles 
égaux chacun a chacun et leurs cotes homologues 
proportionnels (les côtés homologues sont ceux qui 
sont adjacents à des angles égaux). 

Soient les deux polygones semblables ABCDEFG Fig. 117. 
et A'B'CD'E'F'G", de sorte que les triangles ABD 
et A’B'D',BDCetB'D'C',ADE et A'D'E'.... sont 
semblables et semblablement disposés. Les quatre an- 
gles dont le sommet est en A, sont donc égaux aux 
quatre angles qui ont leur sommet au point A'(248); 
donc l'angle A est égal à l'angle A’; par une raison 
semblable langle B est égal à l’angle B', et ainsi de 
suite. Donc déjà les deux polygones sont équiangles 
entre eux. 

En second lieu, la similitude des triangles ABD et 
ARDSBDC:etBD CG, ADE ‘ét AD ET 
donne (247) 

AB:A'B\::BD°BD;:"4D:4'D; 
DD:D' DEC BEFECD':CD’, 
AD:A’D':ED:E D':: AE :A'E), 
Etc. ; 
donc, parce que chacune de ces suites est liée avec 
une autre par un rapport commun, on aura 

AHEMB DCR CS "CLEO" D" .ED:EÉ'D. etc. 

256. Cororraire. Deux polygones sont égaux 
lorsqu'ils sont composées d’un même nombre de irian- 
gles égaux chacun à chacun et semblablement pla- 
ces (200 et 201). 

257. Scnorre. Nous avons vu que deux triangles 
ne pouvaient être équiangles sans avoir leurs côtés 
homologues proportionnels et réciproquement; mais 
cette propriété appartient exclusivement aux figures 
qui ont trois côtés. Ainsi, par exemple, le rectangle et 
le carré sont équiangles, mais leurs côtés ne sont point 
proportionnels ; de même une losange et un carré ont 
leurs côtés proportionnels, et ils ne sont pas équiangles. 


Fig. 118. 
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Mais on peut le démontrer généralement de la manière 
suivante : 

Menons, en effet, dans le polygone quelconque 
ABCDE, la parallèle D'E’ au côté DE:il est clair 
que le polygone ABCD'E’ est équiangle à ABCDE, 
mais que leurs côtés homologues ne sont pas propor- 
tionnels. 

Actuellement décrivons deux arcs des points A et C 
comme centres, avec les rayons respectifs AB et CB, 
et joignons BA et BC : les deux polygones ABCDE et 
AB CDE auront leurs côtés égaux chacun à chacun, 
et par conséquent proportionnels, et cependant leurs 
angles homologues ne sont pas teus égaux. 


THéorRèmMe VIT. 


258. Deux polygones sont semblables lorsqu'ils 
ont tous leurs cotés moins un proportionnels et que 


les angles compris par ces cotés sont égaux chacun 


Fig. 117. 


à chacun. 
Supposons que les côtés du premier polygone 
ABCDEFG, à l'exception de AG, soient propor- 
tionnels aux côtés de même nom dans le second, et 
que les angles 
Bet B’, Cet C’, D et D’, Eet E’,F et F' 
soient égaux. Je partage les deux polygones en trian- 
gles par des droites qui joindront les sommets homo- 
logues. On voit d’abord que les deux triangles BCD et 
B'C'D' ont un angle égal C:= C', compris entre côtés 
proportionnels BC et B'C’, CD et C’D': donc ils sont 
semblables; donc l'angle CBD — C'B'D' et 
BC:B'C'::BD:B'D'; 

mais on a, par hypothèse, l'angle ABC — A'B'C' et- 
BC:B'C'::BA:B'A"; 

donc l'angle ABD — A'B'D' et 
BD:B'D'::BA:B’A": 

Donc les deux triangles ABD et A’B'D’ sont sembla- 
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bles (253). Par suite l'angle BD A — BD’ A” et comme 
l'angle CDB— C'D'B" à cause de la similitude des 
triangles BCD et B C D’, et que l'angle D =D, par 
hypothèse, on voit que l'angle ADE— A'D'E". Mais 
il résulte de la similitude de nos triangles que 
GD:CD/'rDB:D'B DA :D'A'; 

et comme par hypothèse 

CD :C'D'::DE:D'E’, 
on aura | 

DA:D'A'::DE:D'E-. 
Donc encore le triangle ADE. est semblable à 
A'D'E’(255), et ainsi de suite. Donc les deux poly- 
gones sont semblables. 


Taéorème VIII. 


259. Deux polygones sont semblables lorsqu'ils 
ont tous leurs angles moins un égaux éhacun à cha- 
cun et que les cotés adjacents à ces angles sont pro- 
portionnels. 

Il n’y a de différence entre la démonstration de ce 
théorème et la précédente, qu’en ce que les deux der- 
niers triangles seront semblables comme ayant deux an- 
gles égaux chacun à chacun, au lieu d’avoir un angle 
égal compris entre côtés proportionnels. 

260. Cororrarre. 1° Tous les carrés sont sem- 
blables; 2 deux losanges qui ont un angle egal; 
3° deux rectangles dont deux cotes adjacents sont 
proportionnels ; 4° deux parallelogrammes qui ont 
un angle égal compris entre cotes proportionnels sont 
semblables. 

261. Scouis. Si représente le nombre des côtés 
d’un polygone, il faudra pour exprimer qu’il est sem- 
blable à un autre (7—2)+(7—2)—(27—4) ou 
(n—1)+(n—3)—(22—A4) conditions, suivant 
qu'on s’appuiera sur le théorème du n° 258 ou sur 
celui du n° 259. 

262. On appelle points HoMoLOGUES deux points 


Fig. 119. 
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tels qu’en les joignant aux extrémités de deux cotés 
homologues on forme deux triangles semblables et 
semblablement places. Les droites, dont les extremi- 
tes sont des points homologues, sont dites DROITES 
HOMOLOGUES. 


THSORÈME IX. 


265. Dans deux polygones semblables, les droites 
homologues sont proportionnelles aux cotes homolo- 
gues de ces polygones, 

Supposons que les triangles PFE et P'F'E', QBC 
et Q'B’C soient semblables et semblablement placés, 
les points P et P',Q et Q” seront homologues, et je dis 
que les droites homologues PQ et P'Q° sont propor- 
tionnelles aux côtés homologues BC et B'C”. En effet, 
dans les deux polygones PFEDCQP et P'F'ED'C'Q'P', 
tous les côtés moins un sont proportionnels, et les an- 
gles compris #par ces côtés sont égaux chacun à cha- 
cun; donc ces polygones sont semblables (258), et 
par conséquent (255) 


PQ:P'Q':: DC: D'C'::BC:B°C:. 
THÉORÈME X. 
264. Deux polysgones ABCDE et A'BCD'E sont 


semblables lorsqu’en joignant les extrémités F et G, 
F' et G' de deux droites FG et F'G’ avec tous les 
sommets de ces polygones, les triangles ainsi formés 
sont semblables chacun à chacun et semblablement 
places. 

En effet, on peut regarder leurs côtés AB et AB, 
BC et B'C',.... comme des droites homologues par 
rapport aux deux triangles semblables AFG et A°F'Gr; 
donc déjà tous ces côtés sont proportionnels. On voit 
ensuite que les triangles ABF et A’B'F” étant sem- 
blables comme ayant un angle F— F° compris entre 
côtés proportionnels FA et F’A’, FB et F°B' (253), 
l'angle FBA — F'B'A”. Par une raison semblable l’an- 
ole GBC =—G'B'C', et comme l'angle FBG=— F'B'G;, 
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il s'ensuit que l'angle total B— B'; on prouverait de 
même que tous les autres angles C et C DE DIRE 
des deux polygones sont égaux, et qu’en conséquence 


les deux polygones sont setblables (258). 


Tarorème XI 


265. Les perimetres de deux polrgones sembla- 
bles sont proportionnels aux cotés homologues de 
ces polygones. 


En effet, ces deux polygones ont leurs côtés homo- 
logues proportionnels : donc on peut former avec ces 
côtés une suite de rapports égaux, dont les antécédents 
seront les côtés du premier, et les conséquents les côtés 
homologues du second; donc on en déduira, d’après 
un principe connu d'arithmétique, que 

La somme de tous les cotés du premier, ou son pé- 
rimètre, esé à la somme de tous les côtés du second, 
ou son périmètre, comme un côté du premier es£ au 
côté homologue du second. 
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CHAPITRE IT. 


PROBLÈMES SUR LES LIGNES PROPORTIONNELLES 
ET SUR LES POLYGONES SEMBLABLES. 


PROBLÈME I. 


266. Partager une droite donnee AB en parties Fig. 190. 
proportionnelles à des droites donnees p, q, r. 

Menons par le point À une droite indéfinie AX, et 
prenons sur cette droite des parties AP, PQ, QR, 
respectivement égales aux lignes données p, q, r. I est 
clair maintenant que si nous Joignons RB,et QUE par 
les points P et Q nous menions des parallèles à à RB, 
ces droïtes diviseront AB proportionnellement aux Fe 


gnes AP, PQ, QR (216), et par conséquent aux 


j, FRS ZI 


Fig. 101. 
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lignes données p, q, r, Mais, au lieu de mener ces pa- 
rallèles par l’un des procédés donnés au n° 154 
nous emploierons le suivant, qui est susceptible d’un 
plus grand degré d’ exactitude. Joignez RB, et coupez 
cette droite en R° par un arc décrit du point À comme 
centre, avec le rayon AR. Reportez ensuite les lon- 
gueurs AP et AQ sur AR’, et joignez PP'et QQ”. Ces 
droites seront parallèles à à RR (248) : car les points 
P et P', Q et Q, divisent respectivement AR et AR’ 
en parties proportionnelles. 

967. Cororraire. Il suit de là que si les lignes p, 
g, r, eussent été égales, la droite AB eût été partagée 
en parties égales. Ainsi , pour partager une droite don- 
née AB en cinq parties égales, par exemple, on mènera, 
par l’une de ses extrémités À , une droite indéfinie quel- 
conque À X, sur laquelle on portera une ouverture 
arbitraire de compas autant de fois que l’on voudra 
avoir de parties dans AB. On joindra le dernier point 
de division avec le point B, et il ne s’agira plus que 
de mener par les autres points de div (on des paral- 
lèles à la ligne de jonction, ce qui s’exécutera par la 
méthode que nous venons d'indiquer. Nous observe- 
rons seulement de faire l'angle BA X peu différent de 
la moitié d’un droit, et de prendre l’ouverture de com- 
pas à peu près double des parties demandées de AB, 
parce qu'avec ces précautions les parallèles ne coupe- 
ront pas AB trop obliquement, et les points qui doi- 
vent déterminer leur direction ne seront pas trop rap- 

rochés. 

On peut encore employer la méthode suivante pour 
partager une droite donnée en parties égales. Portez 
sur une droite indéfinie BY autant de fois une même 
ouverture de compas que vous voulez de parties dans la 
droite donnée a; et sur BF construisez un triangle 
équilatéral BAF (215); vous prendrez AB' et AF' 
égaux à a, et vous joindrez BF”. Cette droite sera pa- 
rallèle à BF (249) : car elle divise AB et AF en par- 
ties proportionnelles; de plus, elle sera égale à &, puis- 
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que les triangles ABF et A B'F', étant équiangles, ont 
leurs côtés homologues proportionnels (993). Mais le 
premier est équilatéral donc le second l’est aussi ; 
donc B'F' = a; donc si l’on joint AC, AD et AE, la 
droite a sera divisée en parties égales aux points C’, 
D'et E. 

Remarquons que les droites issues de A seront d’au- 
tant mieux déterminées que ce point sera plus éloigné 
de BY, c’est-à-dire que l'ouverture de compas que l’on 
a portée sur BY sera plus grande. 

Remarquons encore que cette méthode a l’inconvé- 
nient d’effectuer la division sur une droite égale à à, 
et non sur cette ligne même. On pourrait, il est vrai, 
modifier la construction de manière à diviser immé- 
diatement la droite &, mais aussi on serait exposé à 
des erreurs plus grandes; cependant, si l'on devait par- 
tager plusieurs droites données en un même nombre 
de parties égales ou proportionnelles à d’autres droites 
données, c’est à la méthode du triangle équilatéral que 
l’on devrait avoir recours. 


PROBLÈME IL. 


268. Trouver une quatrième proportionnelle à Fig. 122. 
trois droites donnees a, b, c, c’est-à-dire trouver une 
droite +, qui forme le quatrième terme d’une propor- 
tion dont les trois premiers seraient les lignes &, à, c, 
de sorte que l’on ait 


Hs DISC TE 


a étant plus grand que €, on pourra regarder les 
deux termes & et à du premier rapport comme deux 
cotés d’un triangle , et les deux térmes c et x du second 
comme deux de leurs parties correspondantes, déter- 
minées par une parallèle au troisième côté de ce trian- 
gle. En conséquence, on tracera deux droites indéfinies 
OY et OZ sous un angle quelconque, mais que, pour 
plus d’exactitude, dans les constructions, on ne fera 


Fig. 123. 


Fig. 1924. 
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pas plus grand qu'un droit. On prendra sur ses côtés 
des parties OA = @, et OB — À, puis sur le côté OA 
une seconde partie OC — c. Menant CX parallèle à 
AB, on obtiendra la quatrième proportionnelle de- 
mandée OX. 

On pourra encore regarder les antécédents & et c 
comme les deux parties d’un même côté, et alors les 
conséquents à et x seront les parties correspondantes 
de l’autre côté : ce qui conduira à la construction 
exécutée dans la figure 123, où BX est la ligne de- 
mandée. 

269. Les théorèmes des n°° 298 et 250 fournissent 
chacun une nouvelle solution du problème précédent. 
Veut-on s'appuyer sur la propriété des sécantes, on 
dira, en considérant la proportion 

COR GENE 

c étant plus grand que à, cette droite est une sécante, 
et à sa partie extérieure, tandis que & et la ligne in- 
connue æ sont l’autre sécante et sa partie extérieure. 
En conséquence, je prends, sur une droite OC —c, 
une partie OB égale à 2 ; je mène par le point O une 
droite quelconque OA = a; et la ligne OX, déter- 
minée en faisant passer une circonférence par les trois 
points À, B,C, résoudra le problème. 

Si l’on veut s'appuyer sur le théorème du n° 250, 
on remarquera que les deux moyens à et c de la pro- 
portion 

HDi: CD 
sont les deux parties d’une corde, et les deux extrêmes 
a et x les deux parties de l’autre. On tirera donc deux 
droites qui se croisent en O; on prendra sur l’une 
OB—6.e OC c; et @A—7surlautre; puis on 
fera passer une circonférence par les trois points A,B, 
C, et OX sera la quatrième proportionnelle. 

270. CororLaire. Si les deux lignes d'et D étaient 
égales, la ligne inconnue x serait déterminée par la 
proportion 


np D:x, 


PROBLÈMES SUR LE LIVRE II. 125 


et alors on l’appellerait une troisième proportionnelle 
aux droites «4 et ?. On obtiendra évidemment cette 
troisième proportionnelle par la construction donnée 


au n° 268. 

974. Les propositions démontrées aux n°% 936, 
4° et 2°, et 229, fournissent d’autres moyens de trou- 
ver une troisième proportionnelle à deux lignes don- 
nées & et à, moyens qui sont utiles dans un grand 
nombre de cas. 

Nous cherchons une droite x, telle que l’on ait 

EIRE AS 

ainsi à doit être une moyenne proportionnelle entre & 
et +. Il suit de là, 4° qu’on peut regarder (299) 2 
comme une tangente, et l'une des deux droites à et 
comme une sécante dont la partie extérieure serait 
l'autre droite. En conséquence, on tirera sous un angle 
quelconque deux droites OÀ — a, OB— D, et lon 
décrira une circonférence qui touche OB en B, et qui 
passe par le point A (154) : OX sera la troisième 
proportionnelle demandée ; 

2° Que à peut être la tendre abaissée du 
sommet de langle droit d'un triangle rectangle sur 
l'hypoténuse, et a et x seront les deux segments de 
cette hypoténuse. Ainsi l’on prendra sur une droite 


Fig. 125: 


indéfinie une partie OA = zx; on élèvera au point O Fig. 126. 


une perpendiculaire OB = À; on joindra AB, et l’on 
mènera BX perpendiculaire sur AB:OX He le 
problème. 

3° Enfin on peut regarder à comme une corde dont 
æ serait la projection sur le diamètre &, si a > b, et 


dont & serait, au contraire, la projection sur le dia- 


mètre x, si 4 << b. 

Dans le premier cas, on décrira sur O À == à, comme 
diamètre, une demi- circonférence; on mènera une 
corde OB = ?, et l’on abaissera de B la perpendicu- 
laire BX sur ( diamètre. 


Dans le second cas, on élèvera à l’extrémité O d’une 


Fig. 127. 


Fig. 196. 
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droite OA — «à une perpendiculaire que l’on coupera 
par un arc décrit de À comme centre, avec & pour 
rayon; on joindra AB, et l’on tirera BX perpendicu- 

lairement à cette droite. Dans les deux cas, OX ré- 
soudra le problème. 


PROBLÈME III. 


Fig. 128. 979. Par un point O donné sur le plan d’un an- 
gle BAC, mener une sécante telle que les deux par- 
ties de cette droite comprises entre ce point et les 
cotés AB er AC de l’angle soient proportionnelles à 

" deux lignes données p et q. 

Supposons le problème résolu, et soit OCB la sé- 
cante demandée. On aura donc 


OB:O0OC::p:g. 

Or, si l’on mène par le point O, OD parallèle à AC 
jusqu’à la rencontre de BA, prolongée s’il est néces- 
saire, on aura pareillement : 

BD : AD::BO:CO; 

Donc, à cause du rapport commun, 

BD:AD:'p:9. 

Ainsi la ligne inconnue BD:est une quatrième pro- 
portionnelle aux trois droites connues 9, p et AD. On 
cherchera donc cette quatrième proportionnelle, en 
exécutant la construction indiquée sur la figure; et en 
faisant passer une sécante par son extrémité B et par 
le point © le problème sera résolu. 


PROBLÈME IV. 


275. Par un point À donné ‘sur le plan de deux 
Fig. 199. droites BB’ et CC’ qu'on ne peut prolonger, mener 
une droile qui aille concourir avec elles. 
Tirez deux parallèles quelconques BC et B'C'; joi- 
gnez AB et AC, puis menez-leur des parallèles B'A' et 
C'A' par les points B et C’. La droite AA” résoudra le 
problème (923 et 226). 
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; 


PROBLÈME V. 


074. Mener une tangente commune à deux cir- 
conférences donnees. 

_A'erérmope. Ce problème admet évidemment quatre 

solutions; savoir : deux tangentes externes et deux tan- 
gentes znternes. Supposons-le résolu, et soit AB une 
tangente externe. Joignons OA et O'B + ces droites Fig. 130. 
seront _perpendiculaires sur cette tangente : donc, si 
l’on mène par le centre O” la parallèle O'C à AB, la 
partie AG ainsi déterminée sur le rayon AO sera égale 

à O'B (175), de sorte que OC sera égale à la diffé- 
rence des rayons des deux circonférences ; mais OC est 
perpendiculaire sur OA (65) : donc elle est tangente 
à la circonférence que l’on décrirait avec le rayon 
OC (84). 

Décrivez donc une circonférence du point O comme 
centre avec un rayon OD égal à la différence de 
ceux des deux circonférences données; menez de O’ 
deux tangentes à cette circonférence, et joignez le 
centre O avec les points de contact C et C’; menant 
enfin des tangentes aux points À et A”, où ces droites 
OC et OC’ vont couper la circonférence O, on aura les 
deux tangentes externes AB et A’B'. 

On verra de la même manière que, pour trouver les 
deux tangentes internes, il faudra décrire du centre O 
une circonférence avec la somme OG des rayons des 
deux circonférences données, et achever la construc- 
tion comme précédemment. 

Il est facile de voir que les deux tangentes externes 
yont se couper sur la droite qui joint Îles centres, et 
qu'il en est de même pour les deux tangentes internes. 

275. 2° mérnone. Il suit immédiatement du n° 226 
que les sécantes qui, comme AA ou AA", passent par Fig* 191. 
les exirémités de deux rayons parallèles et diriges 
dans le méme sens Ou en sens contraires, vont con- 
courir en un même point C ou C' de la droite O0" 
qui joint leurs centres. Une tangente commune aux 


Fig. 132. 
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deux circonférences O et O” va donc passer aussi par 
l’un ou l’autre de ces points. Ainsi, pour mener une 
tangente commune aux deux circonférences données, 
on tirera un rayon quelconque OA et un diamètre 
A'O'A" parallèle à ce rayon : on joindra le point A 
avec chacun des points A’ et A” par des droites qui 
couperont OO’ en C et en C, et il ne s'agira plus que 
de mener de chacun de ces points des tangentes à l’une 
des deux circonferences données. 

Remarquons que cette 2° méthode deviendrait 1m- 
praticable si les rayons des deux circonférences don- 
nées étaient presque égaux, car alors le point G se 


trouverait très-éloigné de O’. On aurait alors recours 


à la-première. 
PROBLÈME VI. 


276. Trouver une moyenne proportionnelle entre 
deux droites données, a et b. 

Nous pouvons, pour résoudre ce problème, nous 
appuyer sur les propositions démontrées aux n° 256, 
1° et 2°, et 229. Si l’on veut employer la première, 
on observera que la droite demandée sera la perpen- 
diculaire abaissée d’un des points de la circonférence 
sur le diamètre, et que & et à seront les deux segments 
de ce diamètre. En conséquence, on portera les deux 
droites données a et à la suite l’une de l’autre de A 
en O et de O en B; on décrira une demi-circonférence 
sur AB , comme diamètre, et l’on élèvera au point O la 
perpendiculaire O X sur AB. Gette droite O X résoudra 
le problème. 

Veut-on s'appuyer sur la propriété de la corde (236, 
2°), on dira : La droite demandée sera la corde; la 


plus grande, a, des deux droites données, sera le 


diamètre; et l’autre, D, sera la projection de cette 
corde sur ce diamètre. En conséquence, on prendra 
sur une droite indéfinie deux parties OA et OB'—6; 
sur OA , comme diamètre , on décrira une demi-cir- 
conférence , on élèvera au point B' une perpendiculaire 
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B'X' sur OA, et la corde OX’ sera la moyenne pro- 
portionnelle défnandée. 

Enfin, si l’on veut faire usage de la propriété de la 
tangente (229), on dira : La droite demandée doit 
être la tangente, a la sécante, et 2 sa partie extérieure 


(on suppose a > 0) On prendta donc, sur une droite 


OAZ=a, une partie OB—; on fera passer une circon- 
férence par les deux points A et B; et en menant la 
tangente O X à cette circonférence (A 36, 2°et 139), 
le problème sera résolu. 


Prorzème VII. 


277. Partager une droite donnee AB en moyenne 
el extréme raison, C'est-à-dire en deux segments 
tels que l’un d’eux soit moyen proportionnel entre la 
droite donnée et l’autre segment. Le segment qui doit 
être moyen proportionnel est évidemment le plus 
orand. 

Supposons que la droite AB soit divisée au point X 
en moyenne et extrême raison, et que AX soit le plus 
grand des deux segments; on aura donc : 


AD SAN IEMAIXSE D X. 


Comme cette proportion contient deux inconnues 
AX et BX., il faut tâcher d'en faire évanouir une. Pour 
cela, nous lui appliquerons ce principe d’arithmétique, 
que dans toute proportion la somme des deux premiers 
termes est à celle des deux derniers comme le premier 
est au troisième , et 1l viendra : 


AB -E AX : AB :: AB : AX : 


car AB—AX +BX. Or, si l’on regarde cette proportion 


comme résultant du théorème du n° 229 , AB sera la 
tangente, AB+HAX la sécante, et AX sa partie exté- 
rieure ; de sorte que AB sera égal : à la partie intérieure 
de cette sécante , Ce qui aura lieu si le diamètre est égal 
à AB, et que la sécante passe par le centre. En consé- 
quence, à l'extrémité B de AB on élèvera une perpen- 
diculaire BO égale à la moitié de cette droite, du point 


9 


Fig. 133. 
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O comme centre , avec le rayon OB, on décrira une 
circonférence qui sera ainsi tangente à AB, et l’on 
mènera une sécante par les points À et O; : rabattant 
enfin AC sur AB, le problème sera résolu. 

Si l’on veut démontrer cette construction & poste- 
riort, on dira : La tangente À B est moyenne propor- 
tionnelle entre la sécante AD et sa partie extérieure AC; 
ainsi 

AD:AB:: AB:ACG............ (4) : 
d’où dividendo : 

AD—AB : AB—AC :: AB : AC. 
Or, puisque AB=— CD, et que AC —AX, on voit que 
AD AB—-AC— AX, et que AB—AC— BX ; on aura 


donc, en remplaçant : 
AXEUB XNA: AX; 
ou, en mettant les extrêmes à la place des moyens : 
AB : AX :: AX:BX, 
proportion qui prouve que AB est divisée au point X 
en moyenne et extrême raison. 


278. Scuoris. Si dans la proportion (4) on rem- 

place AB par son égale CD, il viendra : 

AD : CD :: CD : AC. 
Ainsi, la sécante AD est aussi divisée au point C en 
moyenne et extrême raison. 

Cette remarque fournit le moyen de retrouver la 
droite qui a été partagée en moyenne et extrême raison, 
lorsque l’on connaît le plus grand de ses deux segments. 
Il suffit, pour cela, d'effectuer la construction néces- 
saire pour partager ce segment lui-même en moyenne 
et extrême raison ; et la sécante résout le problème. 

Remarquons encore que si l’on voulait partager A X 
en moyenne et extrême raison , il n’y aurait qu’à portér 


BX sur A X. 
PROBLÈME VIII. 


279. Décrire une circonférençe qui passe par deux 
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. points donnés À et B et soit de plus tangente à une 
droite donnee CD. 

Supposons le problème résolu, et soit T le point où 
la circonférence demandée touche la droite GD. Il est 
clair que si l’on connaissait ce point, la circonférence 

serait déterminée (79). Or, si nous prolongeons AB, jus- 

qu’à sa rencontre avec CD en F, la tangente FT sera 
moyenne proportionnelle entre la sécante FA et sa 
partie extérieure FB : donc, en cherchant cette 
moyenne proportionnelle, et la portant sur CD, on 
déterminera le point de contact T. Comme il n’y a pas 
de raison pour la porter d’un côté de F plutôt que de 
l’autre, on prendra aussi FT” égale à la moyenne pro- 
portionnelle, et en faisant passer une première circon- 
férence par T, A et B, et une seconde par T', A etB, on 
obtiendra les deux solutions du problème. 

Ceci suppose la réciproque du théorème du n° 229; 
mais il est facile de la démontrer en suivant la règle du 
n° A8 : ainsi nous ne nous y arrêterons pas. 

Si la droite.C D était parallèle à AB, la construction 
précédente serait impossible; mais on observerait qu’en 
vertu du théorème du n° 89, 2°, la perpendiculaire 
élevée sur le milieu de AB irait passer au point de 
contact, et le déterminerait ainsi. | 


PROBLÈME IX. 


9280. Décrire une circonférence qui, passant par 


pa 13 4 
Se ? _ "# 


deux ports donnés À et B, soit en outre tangente à Lig. 135. 


une circonférence donnee O. 

Je décris une circonférence qui passe par les deux 
points donnés A et B, et qui coupe la circonférence O 
en deux points G et D. Alors, si du point de section F 
des deux cordes AB et CD je mène une tangente à la 
circonférence O, le point T où elle la touchera sera 
précisément le point de contact de cette circonférence 
avec celle que l’on demande : car le carré de cette 
tangente, étant égal au produit FC.FD, le sera 
aussi au produit FA.FB; et ainsi la circonférence 


Fig. 103. 


Fig. 136. 
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qui passera par les trois points A, B, T, touchera la 
droite FT, et par conséquent la circonférence O au 
point T. | 

Le problème aura donc deux solutions, puisque du 
point F on pourra toujours mener deux tangentes à la 
circonférence O, à moins que lun des points donnés 
ne soit intérieur à cette circonférence, et que l’autre ne 
lui soit extérieur : alors le problème serait impossible. 
Nous observerons toutefois que si la droite AB était 
tangentc à la circonférence donnée, l’un des points de 
contact se trouverait sur cette droite, de sorte que la 
circonférence tangente en ce point se réduirait à la 
droite AB elle-même (102). 

Si la perpendiculaire abaissée du centre O sur AB 
passait par le milieu de cette droite, les deux cordes 
AB et CD couperaient alors cette droite à angles 
droits (97), et seraient ainsi parallèles : donc les 
tangentes FT et FT" leur seraient parallèles et les points 
de contact T et T”’ se trouveraient précisément aux in- 
tersections de la circonférence O avec la perpendicu- 
laire dont il s’agit. 

Il est facile de voir que le problème du n° 279 est 
un cas particulier de celui-ci (102), en observant que 


FT=— V FA.FB. 


PROBLÈME X. 


Q8A. Construire sur une droite donnée A'B', ho- 
mologue à AB, un triangle semblable au triangle 
donne À BC. 

Les théorèmes des n° 249'et 953 et la définition du 
n° 247 peuvent également servir à résoudre ce pro- 
blème; mais le premier est celui qui en fournit la solution 
la plus simple : car il suffit de faire aux points A’ et B' 
des angles respectivement égaux aux angles A et B. 


PROBLÈME XI. 


9892. Construire sur une droite donnée A! B", homo- 
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logue à AB, ur polygone semblable à un polygone 
Tone ABCDE, 

On peut s'appuyer pour résoudre ce problème sur 
lun des théorèmes démontrés aux n° 958 et 259, 
mais il est plus simple d’en déduire la solution de la 
définition même des polygones semblables, 

En conséquence, on commencera par partager le 
polygone donné en triangles par des diagonales issues 
d’un même sommet, si la chose est possible ; sinon, on 
le décomposera en polygones qui jouissent de cette pro- 
priété, ce qui ramènera ce second cas au premier. Soit 
donc ABCDE Île polygone proposé décomposé en 
triangles par les diagonales BD et BE. On construira 
sur AB" un triangle semblable à ABE, en faisant les 
angles E’A°B' et A’B'E’ respectivement égaux aux an- 
gles EABetABE, Alors, pour que les triangles soient 
semblablement placés dans les deux polygones, il fau- 
dra que les angles dont les sommets seront en B' et 
en E’ soient respectivement homologues de EBD et 
de BED. On construira donc sur B'E un triangle sem- 
blable à BED , qui satisfasse à cette condition, et l’on 
continuera ainsi de suite. 

Si A"B'— AB, le nouveau polygone sera égal au 
polygone donné. Voilà donc un nouveau moyen de con- 
struire un polygone égal à un autre (213). 


ProsÈme XII. 
283. Construire un polygone semblable à un po- 


lygone donné, et dont le périmètre soit égal à une 
droite donnee, p. 

Cherchez une quatrième proportionnelle au péri= 
mètre du polygone donné ABCDE, à p et à AB, et Fig. 136. 
vous aurez le côté qui doit être homologue à À B dans 
le polygone cherché (265), ce qui vous ramène au 
problème précédent. 


Prorrème XII. 


284. Construire un triangle semblable à un trian- 
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Fig. 138. le donné ABC, et dont les sommets homologues à 
À B et C soient se respectivement sur les trois cir- 
confêr ences concentriques donnees ©. 

Cherchez un point D tel que ses distances aux trois 
sommets À, B, C du triangle soient proportionnelles aux 
rayons respectifs R, R’, R” des trois circonférences, ce 
qui sera facile d’après la proposition du n° 222. Dé- 
crivez du point D comme centre, et avec les rayons 
R ,R', R’ trois circonférences qui couperont les direc- 
tions D A, DB, DC respectivement en A’, B’, C’, joi- 
gnez enfin ces points deux à deux, et vous formerez 
un triangle A°B C” semblable à ABC (250) et qui 
sera inscrit au système de trois circonférences égales 
aux circonférences données. Vous n’aurez donc plus 
qu'à transporter la seconde figure sur la première, et 
le problème sera résolu. 

Cette méthode est connue sous le nom de methode 
inverse , et fournit des solutions fort simples de pro- 
blèmes que l’on ne résoudrait qu'avec beaucoup de 
peine de toute autre manière. 4 


ProBLèiME XIV. 


985. Construire une échelle. 

Une échelle est une ligne droite divisée en parties 
égales, et l’une de ces parties est ensuite divisée aussi 
en un certain nombre de parties égales. 

Les échelles sont nécessaires pour représenter sur le 
papier, et dans leur juste proportion, des distances 
plus grandes que les dimensions de la feuille de papier. 
Le géographe, l'architecte, le constructeur de machi- 
nes, placent toujours au bas de leurs dessins une échelle 
de parties égales qui sert de commune mesure à toutes 
les distances du pays, à toutes les parties du bâtiment 
ou de la machine qu’ils y ont représentées. 

Dans les cartes de géographie, l'échelle représente 
ordinairement des myriamètres ou des kilomètres; des 
décamètres subdivisés en mètres dans les plans topo- 
graphiques; et enfin des mètres subdivisés en décimè- 
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tres, en centimètres, et même en millimètres, dans le 
dessin linéaire. 

Dans les plans du cadastre on représente une dis- 
tance de 2,500 mètres par une ligne d’un mètre ; de 
sorte que 400" le sont par une ligne de À — 0”, 04 : 
ainsi il faut diviser en cent parties égales une ligne 
de # centimètres pour pouvoir représenter des mè- 
tres. On sent combien le procédé que nous avons indi- 

qué (267) serait fécond en erreurs dans le cas actuel, 
; d’ailleurs les points de division seraient Plenbnt 
rapprochés qu'il serait difficile de les distinguer. On a 
heureusement imaginé un procédé connu sous le nom 


de methode des transversales, qui est aussi simple 


qu'exact. Nous allons ne PUqUeE à la construction d’une 
échelle de 500" à 7500 dont la plus petite division 
exprimera ainsi Un mètre. 

Cent mètres étant représentés par une longueur de 
4 centimètres, l'échelle de 500" aura deux décimètres,. 
On divisera donc une droite AB ayant cette longueur 
en cinq parties égales. On élèvera à ses deux extré- 
mités deux perpendiculaires indéfinies AC et BD, sur 
chacune desquelles on portera dix fois une même ou- 
verture de compas. On joindra les points correspon- 
dants de ces perpendiculaires deux à deux, et lon re- 
portera sur CD les divisions de AB, en numérotant 
_ces divisions 0, 400, 200, 300 et 400, et 1, 2, 3, 
4... 9, celles de la droite FE. Cela fait, on tire AE; 
et il est facile de voir, en comparant des triangles 
équiangles dont le sommet commun est en A, que la 
partie de chaque parallèle comprise entre la transver- 
sale À E et la droite AC vaut autant de dixièmes de EC 
quil est marqué par celui des numéros de EF qui 
répond à cette parallèle (*) : de sorte qu’en reportant 
sur AF et sur CE toutes ces parties de parallèles, 


(*) Par exemple, les triangles ECA et AKI donnent la pro- 
portion AC:AK::EC2KI; mais AK est les six dixièmes de 
AC: donc KI est aussi les six dixièmes de EC. 


Fig. 139: 
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ces deux droites seront divisées en dix parties égales, 
dont chacune sera + de AB, et représentera ainsi 
40 mètres. On placera aux divisions de FA Îles n°° 40, 
20, 50... 90, et il n'y aura plus qu'à joindre les 
points de division de AF avec ceux de CE par des 
transversales, et l’échelle sera construite : car la partie 
de chaque parallèle comprise entre la transversale GF 
et EF vaut autant de dixièmes de GE que l'indique le 
numéro de EF qui se trouve sur cette \PRAIE Ainsi 


la partie qui correspond au n° à vaut + de GE ou de 


10 mètres, c’est-à-dire 3 mètres. Cela osé, si l’on veut 
figurer sur le plan une distance de 347 mètres, on 
placera une des pointes d’un compas sur la 7° parallèle 
à partir de la perpendiculaire numérotée 300, et l’on 
amènera l’autre pointe à l'intersection de cette paral- 
lèle avec la transversale numérotée 40. 

Veut-on connaître, au contraire, la longueur d’une 
droite PQ, on portera sur léchelle, à partir de la 
ligne 00, une ouverture de compas égale à cette ligne, 
ce qui fera connaître cette longueur à moins de cent 
mètres près. Supposons que PQ soit compris entre 
200% et 300", on fera glisser le compas sur les paral- 
lèles successives jusqu’à ce que l’une des pointes étant 
sur la ligne 200—200, l’autre se trouve sur une des 
transversales. Si cette transversale est numérotée 30, 
par exemple, et que l’on soit sur la quatrième paral- 
lèle, on en conclura que la ligne PQ vaut 234 mètres. 

Si les lignes que l’on doit tracer sur le plan ne dé- 
passent pas 800%, on pourra employer l'échelle d’un 
millième, c’est-à-dire représenter un mètre par un mil- 
limètre : car 800" le seront alors par une longueur de 
8 décimètres, et le papier grand-aigle a 0,975 de lar- 
geur. Les règles de Æutsch fourniront alors d’excel- 
lentes échelles. 


286. PROBLÈME À RÉsouDprE. 1° Quel est le lieu. 


de tous les point. s qui partagent, dans le rapport con- 
stant de deux droites p et q, les droites er 


Ps 
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uit point O avec (ous les points d’une ctrconfér ‘ericCe 
donnée ? 2 

90 Trouver le lieu de tous les points M, tels qu’en Fig. 140. 
Joignant chacun d'eux avec un point À RE sur le 

lan d’une circonférence O, le produit des distances 

AM et AB sort ecal au ns d’une droite donnee k. 

3° Un point O et une droite AB étant donnes, Fig. 141. 
rouver le lieu des points M, tels qu'en Joignant MO 
le produit des distances O C et OM soit egal au carré 
d’une droite donnee k. 

4° Trouver le lieu de tous les points desquels on 
peut mener des tangentes égales à deux circonferen- 
ces données. — Quel est ce lieu si les circonferences 
se coupent? — Profiter de celte remarque pour le 
consiruire, quand ellesine se coupent pas. — Ce lieu 
se nomme L’AXE RADICAL des deux circonferences.— 
Les axes radicaux de trois cercles concourent en un 
méme point qu’on nomme leur CENTRE RADICAL. 

5° Trouver le lieu des points d’où deux cercles 
donnés seraient vus sous le mème angle. 

6° Étant données trois droites qui concourent en 
urr même point, mener par Ur point donné, une se- 
cante telle que les deux parties interceptées par ces 
droites soient proportionnelles à deux droites don- 
nees p et q (méthode inverse ). 

1° Mener une sécante qui coupe troës droites don- 
nées dans un méme plan , de manière que les parties 
interceptees par ces droites soient chacune égales à 
une longueur donnee. 

8° Étant données quatre droites sütuées d’une ma- 
nière quelconque sur un plan, mener une secante 
telle que les trois parties interceptées par ces droites 
soient proportionnelles à des droites données p, q, r. 


Fig, 142. 


… 
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APPENDICE AU LIVRE III. 


$; 1. Théorie des transversales. 


THÉORÈME LI. 


*087. Toute transversale MN détermine sur les 
cotes d’un triangle ABC six sesments tels que le pro- 
duit A'B.CB'.AC' de trois segments non consécutifs 
est égal au produit A°C.B'A.C'B des trois autres. 

Menons en effet par le sommet A la parallèle AT à 
la transversale MN, et la propriété du n° 245 appliquée 
successivement aux triangles BC'A” et C AT nous don- 
nera les proportions 

C'A:0C°B:3AT:A"B; 
CB A: CA TAT 
Multipliant ces deux proportions par ordre et égalant 
ensuite le produit des extrêmes à celui des moyens, il 
viendra | 
A!B,OBSCA— A'C.B'A/CEP, 
ce qu'il fallait démontrer. 


THéorèME II. 


*288. Réciproquement, éroës points A’, B',C, situés 
sur les cotes d’un triangle ABC ou sur leurs pro- 
longements, sont en ligne droite, lorsqu'ils determi- 
nent sur ces cotes six segments tels que le produit 
A'B.CB'.AC' de trois Vérnienis non consécutifs est 
égal au produit A'C.B'A.C'B des trois autres, pourvu 
que les trois points ou un seul d’entre eux se trouvent 
sur les prolongements des cotes du triangle. 


Employer la règle du n° 48. 


il à a à 
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TaéorèMe IT 


*089. Trois droites OA, OB, OC menées d’un Fig. 143. 
méme point aux sommets d’un triangle ABC déter- 
minent sur ses cotés ou sur leurs prolongements six 
segments tels que le produit AC’.BA’.CB/ de trois seg- 
ments non consécutifs est egalauproduit C'B .A'C.B'A 
des trois autres. | 

Considérons en effet le triangle AB A’ et la trans- 
versale CC’, et nous aurons, en vertu du n° 287, 


CB.CA.OA’—CA'.BC.AO. 


Les intersections des côtés du triangle A CA’ par la 
transversale BB’ nous donneront pareillement 


B'C.BA’.OA —AB'.BC.A'0. 
En multipliant ces deux égalités membre à membre, et 
en supprimant les facteurs communs, il viendra 


AC'.BA'.CB' — C'B.A'C.B'A; 


c'est ce que nous voulions démontrer. 


THÉORÈME IV. 


*990. Réciproquement, érois droites issues des trois 
sommets d’un triangle ABC concourent en un même 
point, lorsqu'elles déterminent, sur ses cotés ou sur 
leurs prolongements, six segments tels que le produit 
AC'.BA".CB" de trois segments non consécutifs 
est égal au produit C'B.A'C.B'A des trois autres, 
pourvu que les trois droites ou une seule d’entre elles 
coupent les cotés. 

Employer ici la règle du n° 48. 

*29L. CororrarRE 1. Les perpendiculaires abaïs- 
sées des trois sommets d’un triangle sur les cotes op- 

oses se croisent en un même point. En effet, les 
triangles A BA’ et CBC’, ACA' et BCB', CAC et Fig. 144. 
BAB’ sont équiangles et ont par conséquent leurs 

côtés homologues proportionnels : on aura donc les 
proportions 


Fig. 145. 
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BA':BC%AB:BC, 
CB':CA%:BC:AC, 

AC':AB':: AC:AB. 

On voit que si l’on multiplie ces trois proportions par 

ordre, le second rapport de la proportion résultante 

sera égal à l'unité; donc l en sera de même du pre- 
mier, et par conséquent 
B'A°. CB". ACCES BC. C A5. AB? 

donc les trois perpendiculaires A A’, BB’ et CC’ vont 

concourir (290). 

292. CororLarme 1. Les droites qui joignent les 
sommets d'un triangle aux milieux des cotés oppo- 
ses concourent en ur méme point, Ce point que l’on 
appelle le CENTRE DE GRAVITÉ du triangle est situé au 
tiers de chacune de ces droites à partir des cotés. I 
est d’abord évident que 

BA'.CB'.AC —A'C.B'A.C'B 

ainsi les trois medianes vont se croiser en un même 

point. 

Tirons maintenant A'B', cette droite sera parallèle à 
AB (249), de sorte que les triangles C AB et C AB 
seront équiangles; leurs côtés homologues seront ainsi 
proportionnels; or CA'est la moitié de CB, donc A'B'est 
la moitié de AB. Mais les triangles GAB et GA’B', qui 
sont aussi équiangles, ont leurs côtés homologues pro- 
portionnels, et comme A°B est la moitié de AB, GA’ 
sera la moitié de GA, donc GA’ est le tiers de AA’. 

“9293. Scuozre. Le centre de gravité G d’un trian- 


gle, le centre O du cercle circonscrit et le point de 


concours P des perpendiculaires abaissees de ses 
sommets sur les cotes opposes sont trois points silués 


en ligne droite, et la distance du premier point au se- 


cond est la moitie de sa distance au troisième. En 
effet, les distances GA”et GC'étant les moitiés respectives 
de GA et de GC, si l’on prolonge GP d’une quantité GO 
égale à la moitié de GP, les droites A'O et C'O seront 
parallèles à AP et à CP, (70, 1°); ‘car les triangles 
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AGP et OGA/, GPG et GOC sont semblables (25 3); 
et ainsi les angles À et A’, G et C’ sont égaux. Donc 
A'O et C'O sont les Berpendiculaires élevées sur les 
milieux des côtés BC et AB et O est par conséquent le 
centre du cercle circonscrit au triangle ARC. 

*99/4. On appelle POINTS HARMONIQUES quatre 
points situes en ligne droite, de telle sorte que les dis- 
tances du Rnr au premier et au troisième sont 
proportionneiles aux distances du quatrième & ces 
mêmes points, où que le produit de la distance des 
deux point: s extrêmes par celle des deux points 
moyens estegal au produit des distances de ces deux- 
ci aux deux autres. Si donc on a 


BA :BC :: DA :DC ou DA.BC—BA.CD, Fig. 146. 


on dira que les quatre points A, B, C, D AE un 
système harmonique. Les Dons de rangs pairs ou de 
rangs impairs sont dites points CONJUQUES. 

Des proportions (1) et (2) du n° 224 on tire Lig. 108.2 

IB:1C::1B:10G; 

ainsi les quatre ROIE 1, B, P, G forment un système 
harmonique; B et C, Tetl ‘sont des points conjugués. 

*095. On appelle FAISCEAU HARMONIQUE le sys- 
tème de quatre droites qui, issues d’un même point, 
vont passer par quatre points harmoniques. Celles 
qui passent par des points conjugués sont dites ar- 
moniques conjuguées. Ainsi, dans la figure 4003-les 
droites Al", AB, AI et AC forment un faisceau harmo- 
nique; AB et AC, AT et AT sont des harmoniques 
conjuguées. On voit donc que les deux cotes d’un 
angle et les bissectrices de cet angle et de son sup- 
plement forment un faisceau harmonique. 


Le 


THÉORÈME V. 


“296. Quatre droites issues d’un memé point O Fig. 147. 
forment un faisceau harmonique, lor sq "une para 
léle EF à lune d’elle OA est coupee par les trois 
autres en parties égales. 


Fig. 148. 
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Tirons, en cffet, une transversale quelconque AD, 
et je dis, que les quatre points À, B, C, D où elle ren- 
contre les droites proposées, sont harmoniques. Pour 
le démontrer, je mène par le point C une parallèle IK 
à EF, laquelle sera coupée en deux parties égales en 
ce point (225). Nous formerons ainsi des triangles 
équiangles DOA et DKC, BCI et BOA qui nous don- . 
neront les proportions 


DA:DC::OA:CK, 
BAFBEPTOA:O0CTEÆER 
donc, à cause du rapport commun, 
BAR CG ;:DA:DG 
*097. Scnozie. AD étant une droite quelconque, la 


démonstration prouve que {oute transversale est cou- 
pée harmoniquement par un faisceau harmonique. 


THÉORÈME VI. 


*Q098. Réciproquement, st guatre droites issues 
d’un mème point forment un faisceau harmonique, 
toute parallèle à l’une d’elles sera coupée en parties 
égales par les trois autres. 

Cette réciproque sé démontrera par la règle du 
n° 46, si l’on ne veut pas imiter la démonstration de 
la proposition directe. 


Tukorème VIL 


*299. Si d’un point O, pris sur le plan d’un angle 
XAY, on mène une serie de transversales OBG, OB'C', 
OB"C".....,qui coupent les cotés de cet angle, les 
droites qui, comme BC et CB’, joindront les points 
de section opposés d’un même couple de transversales, 
se couperont en des points M, M’, M”.... dont le lieu 
sera l’harmonique conjuguée de OA par rapport aux 
deux cotés de l’angle X AY. 

Joignons, en effet, le point M au point À, et en 
appliquant au triangle ABC le théorème du n° 289, 
nous aurons 


APPENDICE AU LIVRE III. 143 
[#3 B'BAC.C'A —B'A.IB.C'C. 
Si on considère OB'C' comme une transversale du même 
triangle ABC, on aura aussi (287) 
OB.B'A.C'C—OC.B'B.C'A; 
multipliant ces deux équations membre à membre, et 
supprimant les facteurs communs, il viendra 


OR IC—OC.Ib. 


ce qui montre que les quatre points O, C, I, B forment 
un système harmonique; donc AM est l’harmonique 
conjuguée de AO par rapport aux deux droites AX et 
AY. Par la même raison, AM sera aussi l’harmonique 
conjuguée de AO par rapport à ces mêmes droites, et 
comme une droite ne peut avoir qu'une seule harmo- 
nique conjuguée à l’égard de deux autres (*), notre 
théorème se trouve ainsi démontré. 


PROBLÈME Î. 


* 300. Trouver l’harmonique conjuguee de la 
droite OB par rapport aux deux droites OA et OC. 

17° solution. Par un point quelconque E de OB je Fig. 147. 
mène une parallèle EGF à OA, je prends GF=GE 
et en joignant OF, j'aurai résolu le problème (296). 

2° solution. Par un point quelconque M de OB, je Fig. 149. 
mène les deux transversales AF et GC, je joins AC 
et GF, et en tirant une ligne droite par leur point de 
concours D et par le point O, on aura l’harmonique 
conjuguée de OB. : 

Cette construction a, sur la précédente, l’avan- 
tage de pouvoir être effectuée avec la règle seulement. 


(:) Cela est assez évident de soi-même; au reste, on pour- 

rait dire : si O À avait une seconde harmonique conjugnée Al", 

on devrait avoir (297) we 
OB.IE— 0 €.FrB; 

et en multipliant cette équation en croix par la précédente, il 

viendrait 
1'G: IB= IG, l'B, 

équation évidemment absurde, 
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Elle pourrait aussi servir à trouver l’harmoniqiter 
conjuguée de B, par rapport aux deux points À et C. Il 
suffirait, pour cela, de joindre les points A, B, C à un 
point arbitraire O, de tirer ensuite par À une sécante 
quelconque AF, ce qui déterminerait le point M; on 
joindrait ensuite CM, puis en prolongeant GF on au- 
rait le point D. 


à 


Le 


Takorème VIII 


Fig. 150. * SOA. Dans tout quadrilaière comprer (°) 
BAEDECB, chacune des trois diagonales AC, BD 
et EF. est divisée nier par les deu 
autres. | 

il résulte, en effet, de la 2° solution du problème 
précédent que BI est l'harmonique conjuguée de BD 
par rapport aux droites BA et BC; donc les diago- 
nales EF et AG sont coupées en parties harmoniques, 
la première aux points E, H, F, E, et la seconde aux 
points A, G,C, I. On verra de même que ID est l’har- 
monique conjuguée de LB par rapport aux droites IG 
et IH, et qu’ainsi les quatre points B,G, D, H forment 
un système harmonique. 


$. II. Théorie du pôle et de la polaire, 


LEMME. 


Fig. 151  * 502. Le lieu des points harmoniques conjugués 
et 152. d’un point donnée O, par rapport aux extrémités des 
cordes que laissent AU un cercle toutes les sécantes 
issues de cepoint, est une ligne droite perpendiculaire 

au diamètre tire par ce meme point. 
Tirons le diamètre O AB, et en cherchant l’harmo- 


-. nique conjuguée P de O par rapport aux points A et B, 


_. (T) Si l’on prolonge les côtés opposés d’un quadrilatère sém- 
ple À BCD jusqu'à leur rencontre en Ë et en F, on dit que la 
droite EF est la troisième diagonale du quadrilatère, et que ce 
quadrilatère est complet. : 
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nous aurons un point du lieu. Il s’agit donc de faire 
voir que si par ce point on mène une perpendiculaire 
à AB, elle coupera toute corde CD issue de ce point 
en parties harmoniques. Pour cela, j'observe que la 
circonférence ABCD est le lieu de tous les points 
dont les distances aux points O et P sont dans le rap- 
port AO : AP ou BO : BP (299%), puisqu'on a, par 
construction, 

AO : AP :: BO : BP; 
si donc on joint PC et PD, on aura 

COR DO ': DP: 
Or, cette proportion prouve que, dans la figure 454, 
OP est la bissectrice de l'angle CPD, et que par con- 
séquent RS, qui est perpendiculaire à OP, divise 
l'angle CPD en deux parties égales. On voit de même 
que, dans la figure 452, OP est la bissectrice de 
l'angle CPD , et que par conséquent RS, qui est per- 
pendiculaire à OP, divise l'angle CPD' en deux par- 
ties égales; -donc les quatre droites PO, PC, PR et PD 
forment un faisceau harmonique (295), donc la droite 
RS passe par le point conjugué de O, par rapport aux 


points C et D (297). 


PROBLÈME Î. 


* 805. Par un point fixe O, on mène tant deyig, 153. 
couples de secantes que l’on voudra à une circonfe- 
rence, trouver le lieu des points de concours des 
droites qui joindront les points où ces sècantes ren- 
contrent la courbe. 

Soient OAB et O A'B' un couple de sécantes, il s’agit 
de trouver le lieu des points M et M', déterminés en 
joignant AB’ et BA’, AA’ et BB’. Désignons, pour 
cela, par N et par N° les points harmoniques conjugués 
de O par rapport à A etàB, et à A’ et à B'. Joignons 
MO et MN et nous formerons un faisceau harmonique 
MOANB, qui devra couper O A'B’ en parties harmo- 
niques (297); par conséquent MN ira passer par N'; 


10 
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donc le point M est situé sur la direction indéfinie de 
la droite qui est le lieu des points harmoniques conju- 
gués de O par rapport à la circonférence proposée; et 
comme on en dirait autant du point M, il faut en 
conclure que cette droite est précisément le lieu que 
l’on cherche. 

* 304. Le lieu des points M se nomme la polaire 
du point O, et ce point est appelé réciproquement le 
pôle de cette droite. Nous verrons bientôt la raison de 
ces dénominations (308 et 342). 

* 505. Nous pourrons, d’après cela, énoncer le 
lemme (302) en disant que toutes les cordes dont les 


Fig. 150 directions vont passer par un même point O, situé 
et 191. sur Je plan d’une circonférence, sont coupees en par- 


Fig. 101. 


Fig. 152. 


Fig. 1 


ù 


3. 


tres harmoniques par ce point et par sa polaire RS, 
laquelle est perpendiculaire au diamètre AB tire par 
ce point. | 
Ainsi on a la proportion 

AO : AP :: BO : BP. 
On tire de cette proportion 

BO + AO : BO—AO :: BP-H'AP: BP— AP, 
inais, en désignant par G le centre de la circonférence, 
on voit facilement (fig. 151) que BO—2AG-+AO 
et que BP—2AG—AP; de même, dans la fig. 452, 
on aura BO—2AG—AO et BP—2AG + AP; on 
tirera ainsi de la proportion précédente 

AG+ACO:AG: AG :AG—AP, 
ou encore 

OG:AG::AG : PG; 

et 

AG:AG—AO:: AGLAP:AG, 
ou encore 

AG:0G::PG:AG. 
On voit donc que Ze produit des distances du centre 
au pôle et à sa polaire est égal au carré du rayon. 
* 806. Si l’on suppose que la sécante O A'B’ tourne 


v. 
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autour du pôle et devienne tangente, les points M et 
M'$se réuniront au point de contact R, de sorte que 
la polaire passera par ce point. Donc /a polaire d'un 

Oint EXTÉRIEUR & une circonference est la corde qu 
joint les points de contact des deux tangentes issues 
de ce point, et le pôle d’une sécante est le point de 
concours des tangentes menées aux points où elle 
rencontre la circonférence. 

* 507. Il suit de là que pour mener une tangente à 
un cercle par un point exterieur, il n'y aura qu’à 
chercher la polaire de ce point et le joindre aux 
points où elle coupera la circonférence. Gette construc- 
tion peut, comme on voit (303), s’exécuter avec la 
règle seulement. 


THéorèMEe X. 


* 808. S: un point mobile glisse le long d'une 


ligne droite RS, sa polaire tournera autour du pole Fig. 151 


O de cette droite. 

Soit O’ un point quelconque de RS, je joins GO” 
et j'abaisse de O la perpendiculaire OP" sur cette droite. 
La similitude des deux triangles GO'P et GO P’ donne 
la proportion | 
GP:GP::G0':GO, 
d'où l'on tire 

GP’.GO0'=GP.GO—AG* (505). 
On voit donc que OP’ est la polaire du point O” et 
qu'ainsi les polaires de tous les points d’une droite 


vont se croiser au pole méme de cette droite, ce qui 


démontre notre theorème. 
* 809. Cororrarre 1. Pour obtenir le pole d’une 
droite, il suffira de construire les polaires de deux 
e ses points, et le point d’intersection de ces deux 
polaires sera le point demandé. 


et 152. 


* 810. CoroLLaiRE 11. Pour mener une tangente Fig. 154, 


& un cercle par un point pris sur s@ circonference ; 


1 
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tirez une sécante quelconque par ce point, cherchez 
son pole et Joignez-le au point donne. 

* SA. COROLLAIRE mt. SE plusieurs angles ctr- 
conscrits à un cercle ont leurs sommets en ligne 
droite, leurs cordes de contact iront concourir au 
pôle de cette droite, car ces cordes étant les polaires 
de ces sommets (306), vont concourir au pôle de la 
droite qui les contient. 


THÉORÈME XI. 


* 312. St une droite tourne autour d’un point 
fixe, son pole decrira la polaire de ce point. 
Fig. 150 Soit OP’ une droite quelconque tirée par le pôle O 
et 191. de la droite RS , j'abaisse du centre une perpendicu- 
laire sur OP”, je la prolonge jusqu’à la rencontre de RS 
en O’ et je dis que ce point est le pôle de cette droite. 
En effet, la similitude des deux triangles OGP’ et O'GP 
donne la proportion 
GP:GP'::G0°: GO, 
d’où je tire 
GP'.GO0'=GP.GO—— AG. 
Donc O’ est le pôle de OP", et ainsi /e pole de toute 
droite menée par un point donne est situé sur la 
polaire de ce point, ce qui démontre notre théorème. 
* 315. CororraIRE 1. La droite qui joint les poles 
de deux droites est la polaire de leur point d’inter- 
- section, car le pôle de cette droite doit se trouver à la 
fois sur les deux droites dont il s’agit. 1 
Fig. 154.  * 514. ConoLLaire 11. S2 les cordes de contact de 
tant d’angles que l’on.voudra, circonscrits & une 
circonference, concourent en un même point, les 
sommets de ces angles se trouveront sur la polaire 
de ce point, car ces sommets sont les pôles de ces 
cordes. 
* 545. Il suit du n° 313 que si deux polygones 
d’un même nombre de cotes tracés sur le plan d’une 
Fig. 195. circonference, sont tels que les sommets A,B,C,... de 
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l’un soient les poles des cotes a, b, ce. de l’autre, 
réciproquement les sommets ab, bc... du second fe) 
seront les poles des cotes AB, BC..., du premier; et 
de plus le point de concours de deux cotes ou de deux 
diagonales quelconques de chacun sera le pole de la 
droite qui joindra les sommets-poles de ces deux cotés 
ou de ces deux diagonales dans l’autre. Ainsi, par 
exemple, le point ad de concours des deux côtés & et 
d est le pôle de la droite AD qui joint les sommets A 
et D, pôles respectifs de & et de «2. 

À raison de ces deux propriétés corrélatives, les 
deux polygones sont appelés POLAIRES-RÉCIPROQUES 
l’un de l’autre. 


Taéorème XIL 


* 316. Dans tout hexagone inscrit à une circon- 
ference les points de concours des cotes opposes sont 
tous trois situés sur une même ligne droite. 


Les côtés alternatifs BC, DE et AF prolongés suffi- Fig. 156, 

samment forment le triangle PQR que l’on peut regar- 

der comme coupé successivement par les directions des 

trois autres côtés de l’hexagone AB, CD et EF; on 

obtiendra ainsi les égalités (287) 
LP.BR.AQ=—LOQ.BP.AR, 
NQ.CR.DP=—NR.CP.DQ, 
MR.EP.FQ—MP.EQ.FR. 


Si on multiplie ces trois égalités membre à membre en 
observant que (228) 


BR.CR.—FR.AR, DP.EP—CP.BP, 
AQ.FQ—DQ.EQ, 


il viendra 
LP.NQ.MR=LQ.NR.MP, 


(:) Deux droites étant désignées par #1 et par, leur point 
d'intersection pourra l'être par #77, 
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ce qui, d’après le théorème du n 288, prouve que les 
trois points L, M, N sont en ligne droite. 

1917. Sonor Ge théorème est vrai, quelle que 
soit la forme de l'hexagone inscrit et lors même que 
ses côtés s’entre-croiscraient de toutes les manières pos- 
sibles. 


THéorÈME XIII, 


* 318. Dans tout hexagone circonscrit & une cir- 
conférence , les diagonales qui joignent les sommets 
respectivement opposés se croisent {oules trois en un 
méme point. 

Ce théorème est une conséquence directe du pré- 
cédent et du principe du n° 818, car les deux poly- 
gones ABCDEF et abcdef étant polaite es-réciproques 
l’un de l’autre, les points de concours L, M et N des 
côtés AB et DE, BG et EF, CD'et AF du premier 
sont les pôles des diagonales Le, cf et ad qui, dans 
Je second, joignent les sommets-pôles de ces couples 
de côtés. Puis donc que les trois points L, M et N sont 
en ligne droite, les trois diagonales Le, cfet ad se 
croiseront au même point O, qui sera le pole de cette 


droite (308). 
THÉORÈME XIV. 


* 319. S l’on inscrit à une circonférence un qua- 
Fig. 157, drilaière quelconque ABCD et qu’on lui en cir- 
conscrive un autre abcd, dont les cotes touchent 
celte courbe aux sommets du premier, 1° les quatre 
oints de concours Li, M, N, P des cotes opposés de 
ces deux quadrilatères seront {ous quatre situes sur 
une même droite; 2° leurs quatre diagonales AC, 
BD, ac, bd se croiseront au pole de la rond LMNP: 
3° les diagonales du quadrilatère circonscrit iront 
passer par les points M et L où se coupent les cotés 
opposés du quadrilatère inscrit. 
Soit O Île point d'intersection des deux diagonales 


ie 
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AC et BD : la polaire de ce point sera la droite 
LM (505); elle devra donc contenir les pôles N et P 
de ces diagonales, donc les quatre points L, M,N,P 
sont situés sur une même ligne droite. 

Les deux quadrilatères étant polaires-réciproques, 
les points L et M sont les pôles des diagonales ac et 
bd, puis donc que les quatre points L, M, N, P sont 
rangés en ligne droite, leurs polaires ac, bd, AC, BD 
iront se croiser au pole de cette droite. 

Enfin, OM est la polaire de L (303) et ac l’est 
aussi ; donc la droite ac va passer par le point M, Par 
une raison semblable, à 4 va passer par le point L. 


Fig. 158. 
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LIVRE IV. 


DES POLYGONES KRÉGULIERS ET DU RAPPORT 
DE LA CIRCONFÉRENCE AU DIAMÈTRE. 


| 


Des 


CHAPITRE PREMIER. 


DES POLYGONES RÉGULIERS. 


920. Si l’on suppose qu'après avoir divisé une cir- 
conférence en parties égales, on joigne chaque point 
de division avec le suivant, on formera ainsi un poly- 
gonc dont tous les côtés seront égaux ainsi que les 
angles (94 et 446). Un pareil polygone est dit régu= 
lier. Ainsi on appelle POLYGONE RÉGULIER celui qui 
est à la fois equiangle et équilatéral. Le triangle équi- 
latéral et le carré sont donc des polygones réguliers. 
On voit qu'il y a des polygones réguliers d’un nombre 
quelconque de côtés, et que ces polygones sont néces- 
sairement convexes, 


THÉORÈME I. 


321. Tout polygone régulier est à la fois inscrip- 
tible et circonscriptible à la circonférence. 

Soit ABCDEF un polygone régulier d’un nombre 
quelconque de côtés. On pourra toujours faire passer 
une circonférence par les trois sommets consécutifs A, 
B, G (79), et je dis qu’elle passera nécessairement par 
le sommet suivant D. Joignons, en effet, le centre O 
avec les sommets À, B,C, D. Les deux triangles ABO et 
BCO, seront équilatéraux entre eux, et par conséquent 
‘égaux : donc l'angle ABO — OBC (463): ainsi cha= 
cun d'eux esi la rhidtti 6 de ABC. Mais le triangle BCO # 
est isocèle : donc l'angle BCO est égal à OBC (457); 

il est donc la moitié de ABC, et partant de son égal 
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BCD; donc l'angle OCD est l’autre moitié de celui-ci, 
et les triangles BCO, OCD, ont un angle égal com- 
pris entre côtés égaux chacun à chacun; donc ils sont 
égaux; donc OD — OB; donc la circonférence qui 
passe par les trois sommets consécutifs À, B, C, pas- 
sera aussi par le sommet suivant D. Mais on prouvera, 
par un raisonnement semblable, que, puisqu'elle passe 
par les trois sommets B, C, D, elle passera par le som- 
met suivant E, et ainsi de suite : donc, enfin, tous les 
sommets du polygone se trouvent sur la circonférence 
que nous avons décrite par les trois sommets À, B, C; 
donc le polygone est inscrit dans cette circonférence. 

En second lieu, tous les côtés AB, BC, CD... sont 
des cordes égales de la circonférence que nous venons 
de décrire : donc elles sont également éloignées du cen- 
tre O (94); donc des perpendiculaires OK, OG...…. 
abaissées de ce point sur ces côtés seront égales ; et par 
conséquent la circonférence décrite du point O comme 
centre , avec le rayon OG:, touchera tous les côtés du 
polygone (87), chacun dans son milieu (84). Cette 
circonférence sera inscrite dans le polygone, ou le po- 
lygone sera circonscrit à la circonférence (*). 

322. Scnorre 1. Cette démonstration s’applique- 
rait très-bien à une ligne drisee régulière , c’est-à-dire 
à une brisée formée de droites égales et également in- 
clinées entre elles : ainsi toute ligne brisée regulière 
est à la fois inscriptible et circonscriptible à la cir- 
conference. 

Remarquons qu'une brisée régulière serait une por- 
"tion du périmètre d’un polygone régulier, si l'arc de 
la circonférence circonscrite, sous-tendu par un de ses 
côtés, était une partie aliquote de cette circonférence. 


(5) Il est évident que l’on ne peut circonscrire qu’une seule 
circonférence à un polygone régulier. On ne peut de même lui 
inscrire qu’une seule circonférence, car le centre de toute cir- 
conférence inscrite dans le polygone régulier ABCDEF, doit 
se trouver sur les bissectrices des angles À et B (138) ct ces 
droites ne se rencontrent qu’en un seul point. 
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323. ScnoLie M. On appelle ordinairement ceNTRE 
d’un polygone régulier le centre commun des circon- 
férences qui lui sont inscrite et circonscrite, mais cette 
dénomination est vicieuse, car le point dont il s’agit 
n’est vraiment un centre que si le polygone a un nom- 
bre pair de côtés (180). 

82/4. Scozre 11. l'angle au centre d’un polygone 
régulier est l'angle AOB formé par des deux rayons 
menés du centre commun © des circonférences inscrite 
et circonscrite aux extrémités d’un même côté AB. 
Tous les angles au centre d’un polygone régulier sont 
égaux (105); et, comme leur somme est égale à quatre 
droits (4/4), on aura la valeur de chacun, en divisant 
quatre droits par le nombre de ces angles ou par le 
nombre des côtés du polygone. 


329. Désormais nous appellerons rayon et apo- 


thème d’un polygone régulier, les rayons respectifs des 
circonférences circonserite et inscrite à ce polygone. 


TnéorÈèMe IL 


326. Deux polygones réguliers d’un méme nom- 
bre de cotes sont semblables , et leurs périmètres sont 
proportionnels aux rayons des cercles qui leur sont 
inscrits el CirCONSCrits. 

4° Soit z, le nombre des côtés d’un polygone ré- 
gulier, la somme des angles de ce polygone vaudra 
2 (n—2), en prenant l'angle droit pour unité, et par 
conséquent chaque angle sera égal à a (*); puis 
donc que nos deux polygones ont le même nombre de 


4 
(2) Cette formule revient à 2——; or, à mesuré que » aug- 
7 


mente, la fraction — tend vers zéro, et, par conséquent, la dif- 


7 


férence 2—— tend en même temps vers 2; deux droits sont 
7 


donc une limite dont l'angle d'un polygone régulier s'approche 
d'autant plus que le nombre des côtés de ce polygone est plus 


grand, et qu'il ne pourrait atteindre que si ce nombre était infini, ” 
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côtés, on voit qu'ils sont équiangles. D'ailleurs, comme 
chacun de ces polygones est équilatéral, leurs côtés 
homologues sont proportionnels; donc ils sont sembla- 
bles (258). 

29 Soient AB et A’B les côtés de deux polygones 
réguliers d’un même nombre de côtés; O et O’ les cen- Fig. 159, 
tres des cercles inscrit et circonscrit à chacun d’eux, 
OI et O'L',et OA et O’A”, les rayons de ces cercles. 
Les deux triangles isocèles O AB et O’A’B" sont sem- 
blables; car les angles au centre AOB et A"O'B' sont 
égaux. On aura donc la proportion. 

AB :A'B' :: OI: O'T':: OA: O’A; 

ce qui prouve que les cotés de deux polygones regu- 
liers semblables sont proportionnels à leurs rayons 
et à leurs apothémes. Mais ces côtés sont aussi propor- 
tionnels aux périmètres des deux polygones (265) : 
donc, enfin, les périmètres de deux polygones régu- 
liers semblables sont proportionnels à leurs rayons et 
à leurs apothêmes, 


PROBLÈME I. 


327. Un polygone régulier ABCDEF étant 1n- Fig, 158, 
scrit dans un cercle, on propose, 4° de circonscrire 
à ce cercle un polygone régulier du mème nombre de 
cotés ; 2° de calculer le coté du nouveau polygone en 
fonction de celui du premier, et du rayon de la cir- 
conference. 

49 Premiere solution. Du centre O abaissez OI per- 
pendiculairement sur AB , et menez au point I une tan- 
gente que vous termincrez aux prolongements desrayons 
OA et OB. Je dis d’abord que OA" = OB"; et, en 
effet, les triangles OT A’ et OIB” ont un côté égal ad- 
jacent à deux angles égaux chacun à chacun : car, le 
point I étant le milieu de l'arc AB, les angles A'OT et 
B'OT interceptent des arcs égaux entre leurs côtés; 
donc, si du point O comme centre, et avec le rayon 
OA, on décrit une circonférence, elle passera par le 
point B', Jirez les rayons OCC', ODD'...,, puis 


Fig. 160. 


Fig. 198. 
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joignez B'C', C'D'..... Je dis que le polygone 
A'B'C'D'E'F' est régulier, et circonscrit à la circonfé- 
rence O A. En effet, ses angles au centre étant préci- 
sément ceux du polygone ABCDEF , on voit que les 
arcs A’B', BC’, C'D'..... compris entre leurs côtés, 
sont égaux (106) : donc tous les côtés AB, B'C’... 
sont égaux (91), et les angles A’, B', C'..... sont 
aussi égaux (116); donc le polygone est régulier. En 
second lieu, 1l est circonscrit; car tous ses côtés sont 
des cordes égales de la circonférence O A, et par con- 
séquent également éloignées de son centre. Mais l’une 
d'elles A°B' est tangente à la circonférence OA : donc 
toutes les autres le sont aussi. 

Seconde solution. À chaque sommet du polygone 
menons une tangente, et le problème sera résolu. En 
effet tous les angles A'AB, A'BA, B'BC..... sont 
égaux (A AG) : donc tous les triangles A’AB, BBC... 
sont isocèles. Mais les côtés AB, BG..... sont 
égaux : donc tous ces triangles sont égaux (AG); donc 

AAA D —= BB = CCC etc 
par conséquent 
A'B=BR'C'—=CD'—etc. 

D'ailleurs les angles A, B',C',.... sont égaux{464); 
donc le polygone A’B'C'D'E’F’ est régulier. Mais 
il est circonscrit; donc il résout la première partie du 
problème. 

2° Représentons par R et par & les longueurs res- 
pectives du rayon et du coté AB du polygone inscrit; 
et par æ celle du coté A’B° du polygone circonscerit. 
La similitude des triangles A BO, A'B'O, donne la pro- 
portion (263) | 


A'B':AB::OI:OK, 
ou, en remplaçant les lignes OT, AB et AB” par leurs 
longueurs, LT: REOKR 


Mais le triangle AOK étant rectangle, on a (235) 


OK=V ON AK = 0x7, 
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AB 
car AK = --; ou,en remplaçant OA par R, AB par a 
et réduisant l’entier au même dénominateur que la 
fraction qui l'accompagne, 


/'AR?— a? 1\e 
OK = ('); 
donc, en substituant dans la proportion précédente, 
il viendra : 


,p. VAR —a 
[4 ARS R ‘ CE 0: JS 
d'où lon tire : 
2R.a 
LL ——__—_—_— 
V/4R— «3° Dh de (1). 
Supposons a=314%, et R—/4, et cherchons la valeur 


de x à moins d'un cinquième décimètre. On aura 


8.3 24 
2R—= 8°", et partant 4 = ———_——>© = —; QE on 


V64—9 4/55 
peut regarder cette fraction comme la racine carr ce de 
son carré, c'est-à-dire de ?#*; donc il nes agira plus, 
pour due la question, que d’ SPRHAUEr à la frac- 
tion 24° — 16 Ja règle donnée au n° 185 de l’Arith., 
et l’on ne ainsi que x — 164% — 3 4,2, 
Remarquons que la valeur (1) de x a ù calculable 
par logarithmes : car la quantité hR°—a?, étant la 
différence des carrés des quantités 2R et &, est, comme 
on le démontre dans l'algèbre, égale à la somme (CR + a) 
de ces quantités, multipliée par leur différence (2R—4«). 
On a donc : 


FE 2R.a 1 
V(2R+0(2R—0) | 
et par conséquent (Arithmétique, n° 252, 953 ct 
259) 


L.xz=L?R+z.a— 


L(2R+a)+L(2R— Aa) 
PSC TDE Me 


(*) Pour LI BIES l'apothéme d'un polygone régulier, retranchez 
le carré de son côté du carré du diamètre et prenez la moitie de la 
racine carrée du reste. 
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528. ConorraiRE. Réciproquement, si. l'on donnait 
le polygone circonscrit, et que l’on proposät d'inscrire 
au même cercle un polygone régulier du même nombre 
de côtés, on pourrait y parvenir en menant, du centre, 
des droites à tous les sommets du polygone circonscerit, et 
en joignant ensuite deux à deux les points où ces droites 
couperaient la circonférence. On pourrait encore joindre 
les points de contact deux à deux, et le polygone ainsi 
formé serait régulier : car, chacun des côtés A'B, 
B'C'..... étant divisé en deux parties égales au point 
de contact (324 ), tous les triangles A'AB, BBC... 
sont égaux (159), et, par conséquent, les côtés AB, 
BC... sont égaux; donc le polygone est régulier (320). 


PROBLÈME Il. 


329. Un polygone régulier étant inscrit dans un 
cercle, on propose, 4° d'inscrire dans ce cercle un 
polygone régulier qui ait deux fois plus de cotes que 
lui i2 de calculer le coté du nouveau polygone en 
Jonction du coté du premier, et du rayon de la cir- 
conference. 

Fig. 158. 1° Abaissez du centre O des perpendiculaires sur 
tous les côtés du polygone donné, et joignez chaque 
point de division avec les extrémités du côté corres- 
pondant, et le problème sera résolu. 

2° Soient AB le côté du polygone inscrit, et OI 
perpendiculaire sur AB : AIT sera donc le côté du 
polygone inscrit de deux fois plus de côtés. Désignons 
les longueurs de AB et de AT respectivement par & 
et par y, et toujours par R celle du rayon. 

En appliquant le théorème du n° 9538 au triangle 
AOÏ, il viendra 

Al OA +01 —201I.0K, 
ou, en remplaçant AI et OA, respectivement, par y 


et par R, et OK par sa valeur à que nous 


avons trouvée tout à l'heure (327), : 
F=2R —R VAR —a; 
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on aura donc enfin 
Y = vVR (R—V AR — «*), 
en mettant R en facteur commun, et extrayant la racine 
carrée du deuxième membre. 


Supposons, par exemple, que R=— Sn TS Pets Vi à 
cherchons la valeur de y & moins d’un DIXIÈME ne ès. 


On aura d'abord, en remplaçant, y = V3 (6—V 32). 
Maintenant, pour avoir l’approximation demandée, on 
devra multiplier la quantité 3(6— 4/32), par 400 
(Arith., n° 475), ce qui donnera 3800(6—V32)— 
1800 — 300.4 32 — 1800 — V 2880000 : car, puis- 
qu'on peut extraire la racine carrée d’un produit en ex- 
trayant la racine de chaque facteur et en multipliant! ces 
racines entre elles, on voit que 300./32— 4/300°.32— 
V/2880000. La racine carrée de 2880000 est, ez plus, 
et à moins d’une unité près 1698. Je retranche ce nom- 
bre de 4800, et je trouve que la racine du plus grand 
carré contenu dans le reste 402 est 40. Telle est la racine 
carrée de la quantité 1800 —- ÿ/2880000 à moins d’une 
unité : car le carré de 11, surpassant 102 au moins d’une 
unité, est par conséquent plus grand que 1800 — 
V/ 2880000, tandis que celui de 40 ést au contraire plus 
Po quelle; donc, enfin la valeur demandée de y sera 
4 Od:m 4 m 1 

°850. Senorix 1. Dans le calcul de la valeur de y rien 
n’exprime que AB soit le côté d’un polygone régulier: 
ainsi la formule que nous venons de trouver résout ce 


(*) Les élèves, qui connaisssent la formule par laquelle on 
tâche, en algèbre, d’obtenir la racine carrée d’une quantité qui 
est.en partie commensurable et en partie incommensurable du 
deuxième degré, au moyen de deux racines carrées indépen- 
dantes l’une de l’autre, trouveront, en appliquant cette formule 
au calcul de la valeur de y, que 


| R(2R+ a) fR(2R— a) 
EL 2 | RE 


équation dont chaque terme est calculable par logarithmes. 


Fig. 161. 


Fig "162, 
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problème plus général : Étant donnés, le rayon d’une 
circonference et la corde d’un arc quelconque, trou- 
ver la corde de la moitié de cet arc. Nous observerons 


seulement qu'il ne s'agit alors que de la corde de la 


moitié du plus petit des deux arcs sous-tendus par la 
corde donnée @. S'il s'agissait de l’autre, la valeur de y 
serait alors 


7=V'R(QREVAR— ES): 
car, dans le triangle obtusangle AO", on a 
AÏ*—AO'+OT"+20T.OK. 

391. Score 11: Si l’on veut circonscrire au cercle 
un polygone régulier qui ait deux fois plus de côtés 
que le polygone inscrit ABC; on mènera d’abord des tan- 
gentes à chaque sommet du polygone inscrit; puis on 
joindra les sommets A”, B', C’, du polygone circonscrit 
ainsi formé, avec le centre par des droites; et aux points 
P, Q,R, où elles couperont la circonférence, on mènera 
des tangentes. Le nouveau polygone DEFGIK sera ré- 
oulier (327, 2° solution), car les points de contact de 
tous ses cotés divisent la circonférence en parties égales. 

932. ScHoL'E 11. Remarquons enfin que les con- 
tours de deux polygones réguliers, inscrit et circons- 
crit, sont respectivement moindre et plus grand que 
ceux des polygones inscrit et circonscrit qui ont deux 
fois plus de côtés : car, dans le premier cas, chaque 
droite AB est moindre que la brisée APB, et, dans le 


second, chaque brisée À C'B est plus longue dus la bri- 
sée AD EB. 


PROBLÈME III. 


3893. Inscrire un carré dans une circonference. 

Tirez deux diamètres AG et BD qui se couperit à 
angles droits, et vous aurez ainsi partagé la circonfé- 
rence en quatre parties égales : par conséquent le qua- 
drilatère formé en joignant chaque point de division 
avec le suivant sera un carré (320). 

534. ScuoLiE, Si l’on veut calculer le côté du carré 


ae 


DES POLYGONES RÉGULIERS, 161 


inscrit dans une cireonférence dont le rayon est donné, 
on observera que ce côté À B est l hypoténuse du trian- 
gle isocèle rectangle À OB, de sorte qu’on aura (234): 


AB— V2R>. 


Mais la racine carrée d'un produit de plusieurs fac- 
teurs est égale au produit des racines carrées de ces 
facteurs : donc 


A B=—R. V2. 


Donc Le coté du carré inscrit est egal au rayon 
multiplie par la racine carree de deux. 

399. COROLLAIRE I. Il suit de là que Ze rapport du 
coté du carre inscrit au rayon, ou de la diagonale 
d’un carré au cote de ce carre (AB est la diago- 
nale du carré construit sur AO), est egal à la racine 
carrée de deux, de sorte que ce rapport. est incommen- 
surable ( Arith., n° 466). C’est, au reste, ce que l’on 
trouve en cherchant la rot mesure des droites 
AB et AO (24). 

Eu effet, si du point B comme centre, et avec AO 
pour rayon, on décrit une circonférence, on aura (229): 
AFP:AO::AO:AL 
Ainsi AI AO; donc AB contient wre fois AO, avec 

le reste AT. 

Il faut donc chercher combien de fois A I est contenu 
dans A O, ou, ce qui revient au même, combien de fois 
AO est contenu dans AF; car la proportion ci-dessus ex- 


prime que le Mere = — Or, AF—2AO<+AT; 


A O é s AT 
donc le rapport + c’est-à-dire — TT St égal à T0: 


de sorte que nous voilà de nouveau ramenés à chercher 
combien de fois À L'est contenu dans À O, d’où l’on voit 
que. l'opération ne pourra jamais se terminer, et qu'ainsi 
il n° y a pas de commune mesure entre le côté du carré 
inscrit et le rayon (*). 


(©) Si l’on développe ce rapport de AB à A O en fraction con- 


11 


Fig. 163. 
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336. CoROLLAIRE 11. On voit que si le rayon du. 
cercle était égal à l'unité linéaire, le côté du carré in- 
serit serait égal à la racine carrée de 2. Ainsi la 
géométrie fournit un procédé rigoureux pour obtenir 


exactement la grandeur de l'irrationnelle y 2. Il en 
est de même de la racine carrée de tout nombre z qui 
n’est pas un carré parfait; car cette racine est une 
moyenne proportionnelle entre l'unité linéaire et la 
droite qu contiendrait z fois cette unité ( Arithmé- 
tique, n° 224). Observons toutefois qu'il faudrait, 
pour cela, pouvoir tracer de véritables lignes sur une 
surface véritablement plane, de sorte que cette exacti- 
tude n’est qu'intellectuelle. Aussi, si, ayant exécuté, par 
exemple, l’inscription d’un carré dans un cercle décrit 
avec l'unité linéaire pour rayon, on porte son côté 
sur une échelle, on obtiendra une valeur de Ÿ/2 bien 
moins approchée que celle fournie par le calcul. 


PROBLÈME IV. 


9971. Inscrire un hexagone régulier dans une ctr- 
conference. ; 

Supposons le problème résolu, et soit AB le coté de 
l'hexagone régulier. Son angle au centre AOB sera le 
sixième de quatre droits (324), c’est-à-dire les 4 ou 
les ? d'un seul ; donc il restera pour la somme des deux 
autres angles À etB dutriangle O AB (448), 2—2—+ 
d'angle droit. Mais ces angles sont égaux (457), puis- 
que AO — OB ; donc chacun d'eux vaudra 4 d’un droit; 
donc le triangle A OB est équiangle, et, par consé- 
quent, équilatéral (458). Ainsi , le côté de l'hexagone 
régulier est égal au rayon ; de sorte que, pour inscrire 


tinue , on verra facilement qu’il est exprimé par la fraction pé- 
riodique mixte 


142: : 
pe Titi etc. 


qui est précisément le développement de V’ 2 enfraction con- 
tinue, 
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ce polygone dans la circonférence, il suffira de porter le 
rayon six fois sur cette courbe, et de joindre chaque 
point de division avec le suivant. 


558. Cororrarre. En joignant les sommets de 
l'hexagone régulier de deux en deux, on formera le 
triangle équilatéral inscrit. Si l’on veut calculer son 
côté, on observera que l’arc ABCD étant ? ou la moi- 
tié de la circonférence, le triangle ACD est rectangle 
en CG, et qu'ainsi AD étant égal à2R,et CD à R, on 
aura : 


AC=—VAD'—CD'=VAR=R=VÈR, 
ou, enfin : D. | 
AC=R.V3. 


Ainsi le cote du triangle équilateral inscrit est égal 
au rayon multiplie par la racine carrée de 3 : d'où 
l’on voit que la racine carrée de rois est le côté du 
triangle équilatéral inscrit dans le cercle dont le-rayon 
est l’unité linéaire. 

999. SCHOLIE 1. On voit, à l'inspection seule de 
la figure, que les points GC et E étant chacun équi- 
distants de O et de D, CE est perpendiculaire sur le mi- 
lieu de OD, de sorte que l’apothème r d’un triangle 
équilateral est la moitié du rayon R du cercle qui lui 
est circonscrit et que sa hauteur h est les à de ce méme 
rayon. Si donc on désigne par a le côté de ce triangle, 
on aura 

É-E RTE V3 
MP Ve Too 

Si on mène au point D une tangente terminée aux 
prolongements dés rayons OC et OL, on obtiendra le 
côté C'E' du triangle équilatéral circonscrit au cercle 
OA. Or, la similitude des triangles OCE et OC'E 
donne la proportion 


C'E':CE :: OD:0G (265): 
Donc /e côté du triangle équilatéral circonscrit à un 


F 


Fig. 164. 
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cercle est double de celui du triangle équilatéral in- 
scrit dans ce même cercle. 

340. Scuote 1. Si l’on élève au point O la per- 
pendiculaire OT sur le diamètre AD, on verra que l'arc 
IC est le tiers du quadran ICD. il est donc facile de 
partager un quadran en trois parties égales; mais c’est 
là le seul cas où le problème de a trisection d’un arc 


puisse être exécuté, sans employer d’autres instruments 
que la règle et le compas. 


PROBLÈME V. 


SA. Znscrire un décagone régulier dans une cir- 
conference. 

Soit AB le côté du décagone régulier : l'angle O 
vaudra le dixième de quatre droits, ou les + = ? d’un 
seul : donc il restera, pour la somme des ‘deux autres 
angles À et B du tri iangle AOB, 2—5—$. Mais ces 
angles sont ce puisque AUDE OB: donc chacun 
d'eux vaudra #, et sera par conséquent double de l'an- 
gle O. Alors, si l’on partage l’angle À en deux parties 
égales par la droite AC, on formera deux triangles 
isocèles ACO et ABC : car d'abord l’angle CAO — 0; 
ainsi AC —CO. Ensuite l'angle ACB, extérieur au 
triangle ACO, est double de langle O (450), et est 
par conséquent égal à B : donc AC — AB; donc le seg- 
ment CO du rayon est égal au côté du décagone inscrit. 

Mais les triangles A BO et ABC sont équiangles, et 
ont ainsi leurs côtés homologues proportionnels : donc 


AO :AC :: AB:BC, 
ou, ce qui revient au même, 
BO:CO :: CO:BC. 


On voit donc que le rayon BO est partagé, au point 
C, en moyenne et extrême raison (277), et que AB 
est égal au plus grand de ses deux segments : donc, pour 
inscrire un décagone régulier dans un cercle, on 
partagera le rayon en mo) enne et extréme raison , 


CORRE 
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et l’on portera le plus grand segment dix fois sur la 
circonférence. 

Exécutons cette construction. Pour cela, je trace 
deux diamètres à angles droits AF et GH; du point G Fig. 165, 
comme centre, avec le rayon de la circonférence, je 
décris deux arcs qui coupent cette circonférence en M 
eten N, je joins MN, et cette droite est perpendicu- 
laire sur le milieu de GO (60); jetire IA, puis du point 
I comme centre je décris l'arc OK; et la droite AK, 
égale au plus grand segment du rayon OA divisé en 
moyenne et extrême raison (277), est le côté du dé- 
cagone inscrit. Si donc on veut calculer ce côté, il 
faudra trouver la valeur de AK. Or AK — AI-——IK: 
mais dans le triangle rectangle AIO nous connaissons 


les deux cotés de l'angle droit OA=R, et OI=S: 
donc ; rare = 
RC Re __R.V5 
AI= LORIE RE D 9 


d’ailleurs TK—10O +: donc, enfin, 


et, comme on peut regarder R.W/5—R comme le 
produit de R par (Ÿ/5—1), on aura en définitive: 
: V5— 

AK— FER : 
d’où l’on voit que, pour calculer le coté du décagone 
régulier inscrit dans une circonférence dont le rayon 
est donné, il faut multiplier le rayon par l'excès de 
la racine carrée de 5 sur l’unite, et diviser le pro- 
duit par 2. - 

942. CororLaiRE 1. Si l’on joint les sommets du 
décagone de deux en deux, on formera un pentagone 
régulier. 

Nous allons nous proposer de calculer le côté de Fig. 166. 
ce polygone. Soient AB et BC deux côtés consécutifs du | 
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décagone régulier , de sorte que AG sera le côté du 
pentagone, je joins AD et je forme ainsi un triangle 
ABD semblable à ABF (253, 1°); la comparaison 
de leurs côtés homologues fournit la proportion 


AF:AD::AB:BD, 
ou bien en remplaçant AF, AB et BD par leurs lon- 
{ Ur : . ÿ 
gueurs que je désignerai respectivement par pr ae 2 FR; 
5 : AD::a:2R, 
d’où 
a.AD 
R 


[2 
ms 


Or, le triangle rectangle À B D nous donne 


AD=VAR"— a 
ct, par conséquent, 
je VAR Var (AR —0) 
HR OT LR VE R 
Mais & désignant le côté du décagone régulier, on a 
R(VB—1). 
HE TS à 


d’où 
,__R(5—9V 541) R2(6—92V5). 
Jar suite 
R(6—2V5)_R°(: 6—6+9V5) R°(10+9V5) 
TFC En 4 # 4 é 
En substituant ces valeurs de a? et (4 R°—4*°) dans 
celle de +, il viendra 


_ VR(6—2V5) 0 + 2V5) R:V/10—2V3 
hR 2 
Si au carré du côté du décagone régulier, on ajoute 
le carré du rayon, on trouvera. 


af 6 LES 2 FA V5 
R2 (6 Re ie 2HGRE 2: 


AR2—02—4R2— 


à Et 
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c’est donc à dire que le carré du cote du | peñtagone 

régulier inscrit dans un cercle est égal à.la somme 
de carrées du rayon de ce cercle et du cote du déca- 
gone régulier inscrit. 


543. ConorraIRE 11. Si l’on porte le rayon de A en Fig. 164. 


D sur la circonférence , l'arc A D sera + de cette cir- 


conférence; et, “POHTRE P arc AB en est -£., leur diffé 
— ds 8 — 1 Res 
rence BD sera £—-5 ==. — "5% de la circon 


férence; donc Aa corde de cet arc LEA le côté du 
pentédécagone régulier inscrit; ainsi il sera facile di in- 
scrire ce polygone. 

* Pour calculer le côté du pentédécagone régulier en 
fonction du rayon, je tire le diamètre A F et je joins 
BF'et DF; je formerai ainsi un quadrilatère inscrit ABDF, 
éten lui appliquant le théorème de Ptolémée (246), 
il viendra 


AD.BF=—AF.BD + AB,DF...,;, (4). 
Or AD=R, AF—2R, DF qui est le coté du triangle 
équilatéral inscrit vaut RŸ/3, et enfin le triangle rec- 
tangle ABF, nous donne 


BF—f Cape (6 2VS) _R 10-25; 


en substituant ces re dans l'équation (1), rédui- 
sant et transposant , il viendra 
R{V10+H2V5—V3(V5—1))} 
BD im OT ARR AT AM 

54. Scnorte. Nous savons maintenant inscrire 
dans la circonférence les polygones réguliers de 4, 6, 
3, 10, 5 et 15 côtés; mais nous avons vu que l’on peut 
toujours inscrire ‘date une circonférence un polygone 
réguler qui ait deux fois plus de côtés qu'un polygone 
régulier déjà inscrit (329), et circonscrire à cette cir- 


. conférence un polygone régulier d'autant de côtés 


qu’un polygone régulier déjà inscrit (327); ainsi nous 
sommes actuellement en état d'inscrire et de circon- 
scrire à une circonférence donnée tout polygone régu- 


Fig. 167. 
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lier dont le nombre des côtés est un terme de l’une des 
quatre progressions géométriques suivantes : 

nu M0 MAT 22 AM MODS 1 902" 
M he, Se 16:82: 6434128: 0. 4.9", 
: B:10:20: 40: 80:460:.... 5.2", 
00e 90 : 60 : 120280 "280 mn NE 


et calculer, au moyen des formules des n°° 397 et 329, 
le côté de ce polygone. Mais ce sont là les seuls poly- 
gones réguliers que la géométrie enseigne à inscrire et 
à circonscrire à la circonférence (*). 

5/5. Nous ne saurons donc diviser la circonférence 
qu’en un nombre de parties, marqué pär l’un des termes 
des quatre progressions ci-dessus; car l’inscription d’un 
polygone régulier dans une circonférence revient à la 
division de cette circonférence en autant de parties 
égales qu'il doit avoir de côtés, et réciproquement. Dans 
tout autre cas, il faut avoir recours au tâätonnement ou 
à des méthodes empiriques. 


LAS AAA EVE LIRE LS BAR LUS VAS DUR LE LL LOS LUS LES LUE LUE LEUR VAR RP LEUR QUELLE 


CHAPITRE II. 


DU RAPPORT DE LA CIRCONFÉRENCE AU DIAMÈTRE. 


THéorÈME I. 


3AG. Toute ligne qui enveloppe d’une extrémité à 
l’autre une ligne coNvEexE quelconque AMB est plus 
longue que celle-ci. 


(*) Nous observerons toutefois que l’on peut encore, en 
n'employant que la règie et le compas, inscrire à la circonfé- 
rence tout polygone régulier dont le nombre des côtés est com- 
pris dans la formule (2* + 1), pourvu que ce nombre soit pre- 
mier. Mais les opérations deviennent si compliquées, même 
pour le plus simple de ces polygones, qui est celui de 47 côtés 
( ceux de 3 et de 5 côtés appartiennent à nos quatre progres- 
sions), qu'il vaut bien mieux avoir recours au tâtonnement. 
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En effet, si la ligne AMB n'est pas plus petite que 
toutes celles qui l'enveloppent , il existera parmi celles- 
ci une certaine ligne ACDB plus courte que toutes les 
autres. Menez entre les deux lignes AMB et ACDB une 
droite quelconque FG:, qui ne rencontre point AMB, 
où qui, du moins, ne fasse que la toucher, ce qui est 
possible, puisque AMB est convexe. Or la droite FG 
est plus petite que FCDG : donc, en ajoutant de part 
et d'autre AF et GB, on aura : AFGB << ACDB; 
donc il était absurde de supposer que ACDB fût la 
plus courte de toutes les lignes qui enveloppent AMB ; 
et, comme on pourrait répéter le même raisonnement 
sur toutes les lignes qui entourent AMB, on doit en 
conclure que AMB est effectivement moindre que 
toutes les lignes qui l’enveloppent. 

347. Scnozre 1. Remarquons que le théorème du 
n° SA n’est qu'un cas particulier de celui-ci. 

848. Scnozie 1. Remarquons encore que le rai- 
sonnement précédent conviendrait également au cas 
où la ligne convexe A MB serait fermée, et que la ligne 
enveloppante aurait avec elle un ou plusieurs points 
communs , Ou même aucun point commun. 


THéorRèME IL 


949. On peut toujours inscrire et circonscrire à 
une circonférence deux polygones réguliers sembla- 
bles, tels que la différence de leurs périmètres soit 
moindre que toute quantité donnée , de sorte que 
cette circonference est la limite vers laquelle tendent 
ces périmètres, lorsqu'on suppose que le nombre des 
cotés des deux polygones augmente indéfiniment. 

4° Soient R le rayon de la circonférence donnée, P 
et p les périmètres de deux polygones réguliers sem- 
blables, circonscrit et inscrit à cette circonférence, et 
r l’apothême du second : on aura (326) : 

1aNEET A ON à 0 
d'où lontire 
P—p:P::R—7r:R, 


Fig. 198. 
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et par conséquent 
- P(R—7) 
P—p— RE 


- Or, si l’on inscrit et circonscrit à la circonférence 
des polygones réguliers semblables dont les côtés soient 
de deux en deux fois plus nombreux, les valeurs suc- 
cessives de P, quantité plus grande que la circonfé- 
rence (346), iront constamment en diminuant; donc, 
si l’on peut prouver que le facteur (R— 7) peut être 
rendu moindre que toute grandeur donnée, il sera 
prouvé que la différence (P—p) jouira aussi de la 
même propriété, puisque le dénominateur R est inva- 
riable. Mais (R— 7 ) ou (OA — OK) est une quan- 
tité moindre que AK, c’est-à-dire moindre que la moitié 


du côté du polygone inserit que l’on considère, et ce. 


côté peut être rendu aussi petit que l’on voudra (®) : 


donc la différence (P—p) décroit indéfiniment; à 


plus forte raison en est-il de même de la différence 
entre chacun des périmètres P et p et la circonférence 
proposée, puisqu'elle est moindre que le premier et 
plus grande que le second; donc elle est leur limite 
commune ; donc le théorème est démontré. 

900. Il suit de ce théorème et de ce que la figure 
d’un polygone régulier s'approche d’autant plus de 
celle du cercle que le nombre de ses côtés est plus 
grand, que l’on peut regarder un cercle comme un po- 
[gone régulier d’un nombre infini de cotes. Ces 
côtés se nomment les elements de la circonférence, et 
l’on voit , d'après la définition du n° 83, que la ian- 
gente & la circon rence, en un point donné, n’est au- 


(9 En effet, les arcs sous-tendus par les côtés des polygones 
inscrits successifs sont les termes d’une progression par quotient 
dont la raison est + , et qui se prolonge indéfiniment : or, nous 
avons démontré, au n° 303 de l’Arithmétique, que le dernier 
terme d’une pr ogression géométrique décroissante a zéro pour li- 
mite , lorsque la progression se prolonge indéfiniment ; donc à 
plus tite raison les cordes de ces arcs tendent-elles sie vers 
ZÉrO. 


: PA 3 ET 
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tre chose que le prolongement indéfint de l’élément 
sur lequel ce point est situe, 

551. Il suit de cette nouvelle manière d’envisager 
le cercle qu'il doit jouir de toutes les propriétés des 
polygones réguliers qui sont indépendantes du nombre 
de leurs côtés, et que par conséquent les circonfé- 
rences de deux cercles sont proportionnelles à leurs 
rayons (312). Mais, comme cette proposition est fort 
importante, nous allons en développer la démons= 
tration. 

THéorÈèMe III. 


992. Deux circonferences sont proportionnelles à 
leurs rayons. 

Soient R et R’ les rayons de deux circonférences, je 
dis qu'on aura 

Cire Rice Din 8 4 RP 

Pour le démontrer, j'inseris dans ces circonférences 
deux polygones réguliers semblables, et, en appelant P 
et P’ leurs périmètres, nous aurons 

PÉREERR 
ou, ce qui revient au même, 
MORE p’ 
Don 
Or, si nous substituons à ces deux polygones d’au- 
tres polygones réguliers semblables, dont le nombre des 
côtés soit de plus en plus grand, P et P° varieront, 
mais l'équation précédente subsistera toujours; elle 
aura donc encore lieu quand le nombre des côtés de 
nos deux polygones sera devenu infini, mais alors leurs 
périmètres auront atteint leurs limites respectives 
cire. R et cire. KR’, de sorte qu’on aura 
cire. R cire. R' 


mm 
a — 


R Rix 


(©) Nous désignerons désormais, pour abréger, par cire, R 
et par cer, R la circonférence et le cercle dont le rayon est R, 


Fig. 159. 
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car les limites de deux quantités variables, qui restent 
constamment égales, sont égales (°). 

353. COROLLAIRE 1. Deux ARCS SEMBLABLES, C’est- 
à-dire deux arcs qui correspondent à des angles au 
centre égaux, sont proportionnels à leurs rayons. 

Soient, en effet, O et O” deux angles au centre 
égaux, et BAC, B'A"C' les arcs que leurs côtés inter- 
ceptent sur les circonférences respectives OA et O'A": 
il suit du théorème du n° 408 que chacun de ces an- 
gles est à quatre droits comme l'arc compris entre ses 
côtés est à la circonférence dont il fait partie; ainsi 


O : 4 droits :: ACGB : cire. OA, 
O': 4 droits :: A'C'B' : cire. O'A7. 
Mais, comme les angles O et O’ sont égaux, ces 


deux proportions sont liées par un rapport commun, 
de sorte que l’on en tire : 
ACB : cire. OA : : A'C'B': circ. O’A", 

ou ACB:A'C'B':: crc. OA: cire. O'A':: OA : O'A”. 

394. CoROLLAIRE 1. Les circonférences de deux 
cercles sont proportionnelles à leurs diamètres : ainsi 
le rapport d'une circonférence quelconque à son dia- 
mètre est le même que celui de toute autre circonfé- 
rence à son diamètre , et est par conséquent un nom- 
bre constant. Or le rapport de deux quantités est Île 
quotient qu'on obtient en divisant la première par la 
seconde : donc, 


: : cire. R AS P 
(") Si on doutait que es FAT la limite du rapport—, on 
q R PPAR: 


observerait que l’on peut toujours poser P—circ. R—%«, & étant 

une quantité variable susceptiblede décroîtreindéfiniment. Ontire 

cire. R 
R 

à mesure que le nombre des côtés du polygone devient plus 

grand, on en conclut que la limite du second membre de cette 


$ : cürc. R FREE cire. R 
équation est PM donc MR TR à 


P. œ ; 
de cette équation en Tr  FHMumeEr tend vers zéro, 
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Si l’on multiplie LE RAPPORT DE LA CIRCONFÉRENCE 
AU DIAMÈTRE par le diamètre d’une circonférence, 
on aura la longueur de cette circonférence ; 

Et, si l’on divise la longueur d’une circonference 
par le rapport de la circonférence au diamètre, on 
aura celle de son diamètre. 

Nous conviendrons désormais de représenter le rap- 
port de la circonférence au diamètre par la lettre x; et 
alors, si l’on désigne par R la longueur du rayon d'une 
circonférence, nous exprimerons les deux règles précé- 


dentes par les formules 


re. R 
cire. R—=?rT.R, et 2R—— ù 


Occupons-nous maintenant de la détermination de 
ce nombre #. La solution que nous allons donner de ce 
problème est fondée sur celle du suivant. 


PROBLÈME I. 


555. Étant donnés les périmètres de deux poly- 
gones reguliers semblables, l’un inscrit et l’autre cir- 
conscrit & un même cercle, calculer les périmètres 
des polygones reguliers inscrit et circonscrit d’un 
nombre double de cotes. 

4° Soient AB et CD les côtés de nos deux poly- Fig. 168. 
gones, dont nous désignerons les périmètres par p et 
par P; je joins le point À au point de contact E et je 
mène aux points À et B les tangentes AF et BG : 
AE et FG seront les côtés des polygone inscrit et cir- 
conscrit d’un nombre double de côtés. J’appelle p' et P” 
les périmètres de ces polygones. D’après le théorème 
du n° 326, nous aurons 


P:p#: COSOE; 
car OE—OA. Mais si l’on tire OF, cette droite sera 
la bissectrice de l'angle COE, de sorte que 
GOAGE:: CR:FE;: 
donc, à cause du rapport commun, 


BAS CF:FE. 
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On tire de cette proportion 


P+p:2p::CE:FG. 
Mais les droites CE et FG sont contenues chacune le 
même nombre de fois dans les périmètres P et P', dont 
elles font partie; donc 
P-+p:2p::P:P", d'où P'— sous (1 
2°. Pour calculer p', je remarque que les deux trian- 
gles FET et AEK sont équiangles, et qu'ainsi 
EI:FE:fAR:AE; 
mais les droites EI et FE sont contenues le même 
nombre de fois dans les périmètres p' et P'; le rapport 
de AK à AE est aussi le même que celui de p à p'; 
donc 


D':POb DR AQU p'=V Pr. (2). 
PROBLÈME II. 


9306. Trouver le rapport de la circonference au 
diamètre. 

Le rapport de la circonférence au diamètre étant le 
même pour toutes les circonférences possibles, nous 
considérerons celle dont le rayon est l’unité linéaire: 
son diamètre sera 2. Si donc nous pouvons calculer la 
longueur de cette circonférence, en en prenant la moi- 
tié, nous aurons résolu le problème. Ainsi la question 
est ramenée à calculer la longueur de la circonférence 
dont le rayon est l’unite lineaire. 

Les formules que nous venons d'obtenir fournissent 
le moyen de calculer cette longueur, sinon exactement, 
du moins avec tel degré d’approximation que lon 
voudra; car, si l’on demande la valeur de x & moins 
d'un millième près, par exemple, on n'aura qu'à in- 
scrire et à circonscrire à la circonférence dont le rayon 
est l'unité, deux polygones réguliers semblables, dont 
les férimètres différeront au plus de quatre millièmes, 
Mais notre circonférence sera comprise entre l’un de 
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ces périmètres et leur moyenne differentielle : donc 
elle différera de cette moyenne de moins de deux mil- 
lièmes; par conséquent, en prenant la moitié de cette 
moyenne, on aura le rapport de la circonférence au 
diamètre & moins d'un millième près, comme on le 
demande. Occupons-nous donc du calcul des périmè- 
tres de nos deux polygones, 

Nous commencerons par inscrire dans notre circon- 
férence l’un des polygones réguliers que nous savons y 
inscrire; et, comme le coté de l’hexagone est égal au 
rayon, et par conséquent à À, dans notre hypothèse, 
nous partirons de ce polygone dont le périmètre sera 6. 
Nous pourrons ensuite, au moyen de la formule 

2h 4 


PA — / 4 R?— a? 
du n° 327, calculer le côté de l'hexagone régulier cir- 


conscrit, en y faisant R—a—1. On trouvera ainsi 
pour valeur de ce côté : | 


Multipliant par 6 les valeurs des côtés de ces hexa- 
gones, on aura celles de leurs périmètres : 


Pr =V 78 — 6,928 et ps = 6. 


Mais comme la différence de ces périmètres surpasse 
0,004, on devra passer aux polygones de 42 côtés. 

On substituera donc les valeurs trouvées pour les 
périmètres des hexagones dans les formules (2) et (1) 
du n° 555, ce qui donnera 


P,=24(2— V3) et p,—12V 12—V3, 
pour la mesure des périmètres des dodécagones cir- 
conscrit et inscrit; et si la différence de ces mesures 
surpasse 0,004, on passera successivement aux poly- 
gones de 24, 48, 96, cte., côtés, jusqu’à ce que lon 
arrive à deux polygones semblables, dont la différence 
des périmètres ne surpasse point quatre millièmes, ce 
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qui est possible (549) : : il n’y aura plus alors qu’à ad- 


ditionner ces deux périmètres, et à prendre le quart de 
la somme. On a trouvé que les périmètres des poly- 
gones de 96 côtés étaient : 

6,282 

6,285 


Somme.... 42,960 d'ou : . 1-0, 140. 


Telle est donc la valeur du rapport de la circonfé- 
rence au diamètre, exacte à moins d’un millième. 

Si l’on voulait avoir exactement le chiffre des mul- 
lièmes, il faudrait pousser le calcul jusqu’à ce qu’on 
arrivât à deux polygones dont les périmètres eussent 
les trois premières décimales communes, et négliger 
les décimales ultérieures. 

Legendre a démontré que 20on-seulement le rapport 
de la circonférence au diamètre était incommensu- 
rable, mais que son carré même l'était aussi : de sorte 
qu'on ne peut l’obtenir qu'avec une approximation plus 
ou moins grande. Au moyen d’une méthode plus expé- 
ditive que la précédente, on a poussé le calcul de la 
valeur de r jusqu'à 154 décimales, et il est facile de 
voir qu'en employant cette valeur pour calculer la cir- 
conférence d’un cercle dont le rayon serait la distance 
moyenne de la terre au soleil, c’est-à-dire de plus de 
452 millions de kilomètres, l'erreur serait bien moindre 
que l'épaisseur d’un cheveu. 

La valeur de x exacte à moins d’une demi-unité du 
dixième ordre décimal est 

r = 3,14159 26536, 
et elle a pour logarithme 


L.r = 0,49714 98727. 


En réduisant cette valeur de x en fraction continue, 
et formant ensuite les réduites, on a trouvé les deux 


valeurs suivantes de ce rapport: 


ges 92 5. 


Le premier est dû à Ærchimède, et est exact à moins 


— 355 
413 


sr di : 


Ed 
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de deux millièmes près. Le second a été découvert par 
Métius, dont il a conservé le nom. Il n’est pas fautif + 
d’un demi-milliontème : aussi est-il fréquemment em- 
ployé. Il est d’ailleurs facile à retenir, en observant 
que, si l’on écrit deux fois chacun des trois premiers 
nombres impairs 4, 3, 5 de cette manière 113355, les 
deux moitiés de ce nombre 113 et 355 sont précisément 

les deux termes de ce rapport. 

997. La géométrie élémentaire ne fournit pas de 
méthode pour rectifier la circonference, c'est-à-dire 
pour trouver une ligne droite qui soit rigoureusement 
égale en longueur à une circonférence donnée. Aussi, 
pour résoudre ce problème, qui se présente souvent 
dans la pratique des arts, il faut avoir recours aux mé- 
thodes d’approximation. Si l’on veut faire usage du 
rapport d’Archimède, on tirera par lPextrémité À d’un Fig. 169. 
diamètre AB, une droite quelconque sur laquelle on 
portera 22 fois une même ouverture de compas, on 
joindra le 7° point de division avec l’autre extrémité B 
du diamètre, et, en menant par la 22° une parallèle à 
cette ligne de jonction, on déterminera sur la direc- 
tion du diamètre une longueur AC sensiblement égale 
à la circonférence proposée. 
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Fig. 170. 
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LIVRE V. 


DES AIRES DES SURFACES PLANES ÉT DE 
LEUR COMPARAISON. 


CHAPITRE PREMIER. 


DES AIRES DES SURFACES PLANES. 


998. La mesure d’une surface est le rapport de 
celte surface à une autre que l’on prend pour UNITÉ. 
Cette mesure est ce qu’on appelle /’AIRE de la surface. 
Dans toute la suite de cet ouvrage, zous prendrons 
pour unité superficielle le carré dont le coté est l’unité 
linéaire; de sorte que l’aire d’une surface sera le 
rapport de celte surface au carré qui a pour coté 
l’unite de longueur. 


THéorÈèMEe I. 


959. Les atres de deux rectangles de méme base 
sont proportionnelles à leurs hauteurs. 

Soient , en effet, ABCD et FGIK deux rectangles 
que nous désignerons pour plus de simplicité par AC 
et par FI, et dont les bases AB et FG sont égales. 

1° Supposons d’abord que les hauteurs AD et FK 
soient commensurables et que leur commune mesure 
soit contenue 8 fois dans AD et 3 fois dans FK : le 
rapport de ces deux droites sera . Si par tous les points 
de division de AD et de FK on mène des parallèles 
à AB et à FG, on aura partagé les rectangles AG et 
FI respectivement en 8 et en 3 parties égales, et 
comme les parties du premier sont égales à celles du 
second, car ce sont des rectangles superposables (184), 
on voit que le rapport de AC à FI sera aussi $; donc 


TUE PRES 
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AC : FI:: AD : FK. 
2° Supposons actuellement que les hauteurs AD et Fig. 171, 
FK soient incommensurables. Je partage FK en un 
nombre quelconque de parties égales, et je porte l’une 
de ces parties sur AD autant de fois qu’elle pourra y 
être contenue. Soit DO Île reste que je trouve ainsi; je 
tire OP parallèlement à AB, et comme les droites AO 
et FK sont commensurables, j'aurai 
AP AO 
HU FK” 
ou, ce qui revient au même, 
AC—OC _AD—OD 
DAT TR : 
Or, OC et OD sont deux quantités variables qui 
tendent vers zéro à mesure que le nombre des parties 
dans lesquelles on divise FK est plus grand; donc les 
AC—OC t AD—OD 


Es e FE tendent res- 


rapports variables 


pectivement vers les limites ns Ep 

È FI FK 
ports variables sont constamment égaux, donc leurs 
limites sont égales; donc 


=; où bien AC:FI::AD:FK, 


; Mais ces rap- 


ce qu'il fallait démontrer (°). 


(=) Portons la hauteur K F du second rectangle sur celle AD du Fig, 171, 

premier autant de fois que la chose sera possible. Nous trouve- 

rons qu’elle y est contenue deux fois avec le reste OD, de sorte 

que 

AD=2KF+OD. 

Mais si par les points de division M et O nous menons des 
parallèles à AB , nous formerons les rectangles AN et MP res- 
pectivement égaux à FI : caril est évident que ces trois rectan- 

gles sont superposables; donc 


AC—=2FI+OC. 
On voit donc que le rectangle AC contient le rectangle FI 


autant de fois que la hauteur AD contient la hauteur FK, et 
que le rectangle restant OG a pour hauteur le reste OD. Par 
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360. Scuort. On peut dire aussi que deux 
rectangles de même hauteur sont proportionnels à 
leurs ANS ne : car les noms de base et de hauteur s’'ap- 
pliquent indifféremment à chacun des deux côtés con- 
tigus d’un rectangle. 


THÉoRÈME IL. 


361. Les aires de deux rectangles quelconques 
sont proportionnelles aux produits de leurs bases par 
leurs hauteurs ; c’est-à-dire aux produits des nombres 
abstraits qui exprifnent les longueurs respectives de ces 
lignes. 

Soient R et R' les aires des deux rectangles propo- 
sés; à et L, b' et k”, les longueurs de leurs bases et 
leurs hauteurs respectives. Construisons un troisième 
rectangle R° qui ait même base que le premier, et 
même hauteur XL’ que le second. Alors, si nous le 
comparons successivement aux rectangles R et R’, nous 
aurons, d'après le théorème précédent et d'après sa 
scholie, les proportions 


RAR ve h20 2) 
R’:R':D:0 “sante (1) 


conséquent, si l’on porte à son tour O D sur FK, et que par les 
points de division on mène des parallèles à F G, on verra que 
le rectangle F I contiendra le rectangle O C autant de fois que la 
hauteur F K contiendra la hauteur OD, et que le rectangle res- 
tant aura pour hauteur a partie restante de FK ; et ainsi de 
suite, si l’on continue d’effectuer sur les hauteurs AD et FK, et 
sur les rectangles A C et FI, les opérations nécessaires pour 
trouver la commune mesure des deux premières quantités et 
célle des deux autres. Les deux séries de quotients que l’on trou- 
vera ainsi seront donc les mêmes; par conséquent, si l’on dé- 
veloppe en fraction continue le rapport des deux rectangles A C 
et FI et celui de leurs hauteurs ADetFK, on trouvera la 
même expression (30); donc ces deux rapports sont égaux ; 
donc on a la proportion 
AC:FI::AD:FK, 
ce qu’il fa!lait démontrer. 
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d'où, en multipliant ces deux proportions par ordre, 
et supprimant le facteur R° commun aux deux termes 
du premier rapport de la proportion-produit, 

Hohau,.z: 0. 


ce qui démontre notre théorème (A 


THéorème II. 


562. L’aire d’un rectangle a pour mesure le pro- 
duit de sa base par sa hauteur, c'est-à-dire que le 
rapport de ce rectangle au carré qui a pour côté l’unité 
linéaire, est égal au produit des deux zombres abs- 
traits qui expriment les rapports respectifs de sa base 
et de sa hauteur à cette unité linéaire. 

Désignons, en effet, par R le rectangle à mesurer; 
par à et par les longueurs respectives de sa base et 
de sa hauteur; par Q le carré que l’on prend pour 
unité de superficie : la base et la hauteur de ce carré 
seront donc égales chacune à l’unité linéaire; donc, en 
vertu du théorème précédent, le rapport du rectangle 
R au carré Q sera égal au rapport du produit à. au 
produit 4.4, c’est-à-dire à 0.h; ainsi 


= 


; R ER 
Mais le rapport E est ce que nous appelons l'aire 


du rectangle R (358) : donc cette aire est égale au 
produit des deux nombres abstraits qui expriment les 
rapports de la base et de la hauteur du rectangle à 


(*) Remarquons que dans les proportions (1) on pourrait 
bien regarder les lettres R, R', R”, comme représentant des rec- 
tangles, et à, b', k, ” comme représentant des lignes, puisque les 
deux termes de chaque rapport sont alors des quantités homo- 
gènes; mais que, pour pouvoir multiplier ces proportions par 
ordre , il devient indispensable de regarder ces lettres comme 
représentant les nombres abstraits qui expriment les rapports 
de chacune de ces quantités à l’unité de son espèce. Il serait 
absurde en effet de prétendre multiplier un rectangle par un 
autre rectangle. 
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l'unité linéaire; donc l'aire d’un rectangle est egale 
au produit de sa base par sa hauteur. 

565. On peut rendre cette proposition évidente de 
la manière suivante, lorsque les dimensions des 
rectangles que l’on considère sont commensurables avec 
l'unité linéaire. Supposons, en effet, que la base et la 


Fig. 172. hauteur du rectangle A BCD soient respectivement 


égales à 3" € et à 2" 5. Je prends, sur AB, 3 par- 
ties égales à un mètre, et, sur AD, 2 parties égales 
aussi à un mètre, de sorte que EB —.% et que 
D 4 — 2%; puis par les points de division de la base 
et de la hauteur de notre rectangle, je mène des pa- 


rallèles à ses côtés. Le rectangle Âe GLS 3 mètres 


carrés, et le rectangle EG sera les 10 d’un mètre 
carré (359); ainsi le rectangle A D contient 341 À; 


par conséquent le REMARE le À c vaut 9% x 2. Mais 

le rectangle dC est les 55 du rectangle Ab (359), et 

vaut ainsi 94 x 5: donc le FÉnRS total vaut 
m. r 

ge 1 6 D DD 4 Om ee Anne 2-45) mètres 

carrés, c'est-à-dire le produit de sa pre par sa hau- 

teur. 


TaéorèmMEe IV. 


364. L’aire d’un carré a pour mesure la seconde 
puissance de son cote. 

En effet, le carré étant un rectangle dont les deux 
dimensions sont égales, son aire sera égale à la seconde 
puissance de l’une d'elles (*). 

365. CororLarre 1. Si l’on observe que les carrés 
des nombres 14,2,3,4,5.... sont respectivement 1, 
h, 9,16,25...., on verra que le carré construit sur 


(*) Ainsi, lorsque l’on forme la seconde puissance d’un nom- 
bre, on exécute l’opération nécessaire pour évaluer Paire du 
carré dont le côté contiendrait précisément ce nombre-là d’uni- 
tés linéaires. C’est pour cela qu'on a appelé carré d’un nom- 
bre la seconde puissance de ce nombre. 

C’est par une raison semblable que l’on emploie l'expression 
rectangle de deux nombres , pour désigner leur produit. 


v% 


= L d'R 
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une ligne double, triple, quadruple, quintuple, etc., 
d’une autre, sera 4, 9,16,25...... fois plus grand 
que celui fait sur cette autre. 

Réciproquement, pour faire un carré qui soit 4,9, 
16,25......... fois plus petit qu'un autre, il fau- 
dra le construire sur une droite qui soit 2, 3, 4, 
5..,.... fois moins grande que le côté de cet autre 
carré. 

366. CorozLaIRE m1. En France, où le mètre est 
l'unité linéaire, l’unité de superficie est le MÈTRE 
CARRÉ. Cette unité se subdivise en cent décimètres 
carrés (358 et 364). Le decimètre carré vaut cent 
centimètres carrés, et le centimètre carré vaut cent 
millimètres carrés. | 

Il suit de là que, pour convertir un nombre quel- 
conque de metres carrées en DÉCIMÈTRES CARRÉS, OU en 
CENTIMÈTRES CARRÉS , OU en MILLIMÈTRES CARRÉS , // 
suffit d'avancer la virgule de DEUx, ou de QUATRE, 
ou de six rangs vers la droite. 

Exemple. Quelle est, en mètres carrés, décimètres 
carrés, centimètres carrés et millimètres carrés, aire 
d’un rectangle dont la base a 27,56, et la hauteur 
12,234? 

Je multiplie entre eux les deux nombres abs/raits 
2,36 et 1,234, ce qui donne pour produit 2,91224 : 
ainsi l’aire demandée égale 2"1,91224, c’est-à-dire 
deux mètres carrés quatre-vingt-onze mille deux cent 
vingt-quatre cent-millièmes de mètre carré, ou 
2 mètres carrées 91 decimètres carrés 22 centimètres 
carrés et 40 millimètres carrées. 

Autrefois l’unité linéaire était la zoise de Paris, 
dont le rapport au mètre est à peu près 1,9490/. Elle 
se subdivisait en 6 pieds, le pied en 42 pouces, et le 
pouce en 42 lignes. En conséquence, l’unite de sur- 


face était la Toise carrée, laquelle valait 36 rrEps 


CARRÉS (564). Le pied carré se composait de 
144 pouces carrés, et le pouce carré de 144 L\GNES 
CARRÉES, 


Fig. 173. 
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Lorsque les dimensions d’un rectangle sont éva- 
luées en toises et fractions de toise, ce qu'il y a de 
mieux à faire, c’est de convertir chacune en unités du 
dernier ordre. Par exemple, si la base d’un rectangle 
est de 9! 5P 7r, et sa hauteur de 3° Æ?, on prendra le 
pouce pour unité linéaire, et par conséquent le pouce 
carré pour unité superficielle; on convertira la base et 
la hauteur en pouces; et, en multipliant entre eux les 
deux nombres ainsi trouvés, 715 et 264, on verra que 
l'aire de notre rectangle est 188760 pouces carrés; et, 
comme 4741 — 14/4P4, on convertira cette aire en pieds 
carrés en divisant 188760 par 144, ce qui donnera 
43407: £ 42071 Mais la toise carrée vaut 86°: donc, 
en divisant 4310 par 36, on saura combien. il y a 
de toises carrées dans notre rectangle. En effectuant 
cette division, on trouvera pour sa mesure 30"1 + 
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THÉORÈME V. 


567. Deux parallelogrammes AC et AF de méme 
base AB et de meme hauteur FE sont équivalents. 
Puisque les deux parallélogrammes AC et AF ont 


la même base inférieure AB et la même hauteur FE, 


ieurs bases supérieures DC et GF doivent se trouver 
sur une même ligne droite GFDC (67). 

Cela posé, les triangles GAD et FBC ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, 
car GA — FB comme côtés opposés d'un même paral- 
lélogramme AF; par la même raison, AD — BC; de 
plus langle G AD est égal à FBC, puisque ces angles 
ont leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens : 
donc le triangle GAD est égal au triangle EBCG. Mais 
si l’on retranche le premier du trapèze ABCGG:, il reste 
le parallélogramme AC; et si l’on retranche le second 
triangle FBC du même trapèze, il reste le parallélo- 


gramme AF; donc ces deux parallélogrammes sont. 


équivalents; car il est évident que si d’une même figure 
on retranche des surfaces égales, les figures restantes 
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auront des surfaces égales, et seront par conséquent 
équivalentes (147). 

568. Corograire. L’aire d’un parallélogramme 
est égale au produit de sa base par sa hauteur. 

En effet, tout paraliélogramme est équivalent à un 
rectangle “é même base et de même hauteur (367): 
donc l’aire du parallélogramme est égale au QreARS de 


sa base par sa hauteur (362). 
Taéorème VI. 


369. Tout triangle est la moïtié d'un parallélo- 
gramme de mème base et de meme hauteur que lui. 


En effet, si nous menons par les sommets des an- Fig. 70. 


gles B et C'du triangle ABC des parallèles BD et CD 
aux côtés qui leur sont opposés, nous formerons un 
parallélogramme ABCD de même base et de même 
hauteur que ce triangle, et sa diagonale BC le dé- 
compose en deux triangles égaux (174). 

970. CorozraïRE 1. L’aire d’un triangle est egale 
a la moitié du produit de sa base par sa hau- 
teur (367). 

571. Corocrame 11. Les aires de deux tr tangles 
quelconques sont entre elles comme les produits de 
leurs bases par leurs hauteurs, et par conséquent 
comme leurs bases, si ces triangles ont méme hauteur, 
ou comme leurs hauteurs, s’ils ont même base. 


Taédrème VIL 


572. L’aire d’un triangle est égale à la racine 
carree du produit qu'on oblient en multipliant son 
demi-périmètre successivement par l'excès de ce demi- 

érimètre sur chacun des cotés. 

Soit ABC je triangle proposé. Désignons par &, b, c, 
les longueurs respectives des côtés BC, AC et AB; et 


Fig. 110. 


par À celle de sa hauteur AI. Il est clair que si on. 


connaissait l’un des segments de la base, BI, par exem- 
ple, on pourrait, au moyen du théorème ‘de Pytha- 
gore (235, 4°), calculer cette hauteur, et obtenir ainsi 


+ 
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l'aire de notre triangle. Or, on sait que dans tout trian- 
gle le carré du côté opposé à un angle aigu est égal à 
la somme des carrés des deux autres diminuée du dou- 
ble produit de l’un de ces deux côtés par la projection 
de l’autre sur lui (258). Puis donc que BI est la pro- 
jection du côté AB sur BC, nous aurons: 
AC’ — A B° -t DISPO EE 

ou bP—c+a—2a.BlI. 
D? étant ainsi l’excès de ç? + a° sur 2a.BI, on aura 
la valeur de cette quantité en retranchant * de c?+a?, 
de sorte que 

2a.BIl= ce + a — b?. 

Cette égalité exprime que €? + a? — b? est le pro- 
duit de 2 & par BI: donc, en le divisant par le facteur 
2 a, on aura l’autre facteur BIT; ainsi 

BI pass at 
24 
Nous connaissons donc maintenant, dans le triangle 
rectangle ABI, l’hypoténuse AB et le côté BI : donc, 
en lui appliquant le théorème de Pythagore, nous 
aurons : 


h°—=c 


,  (e+arb}  4ac—{(c+ ap} 


4 a? En 4 a? : 

en réduisant l’entier c° et la fraction qui l'accompagne 
en une seule fraction. Or, le numérateur de cette der- 
nière fraction est la différence des carrés de 2ac et 
de (c’+a*—0?); et, comme on démontre dans l’algè- 
bre que la différence des carrés de deux quantités 
est egale à la somme de ces quantités multipliee par 
leur différence , et que, pour soustraire une quantité 
d’une autre, il suffi de l'écrire à sa suite avec des 
signes contraires à Ceux dont elle est affectée, on 
verra que ce numérateur revient à 


(2ac+ce+a —b)(2ac—c—a + b), 
Mais 2ac + € + a ={(a + c} : ainsi la quan- 
tité comprise dans la première parenthèse revient à 
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(a + c} —0?, c’est-à-dire à (a+c+b)(a + c—0), 
puisqu'elle est la différence des carrés de (a + c) et 
de à. La seconde parenthèse 2ac— c? — a? + &?, 
peut être considérée comme ce qui reste, lorsque de 
b? on retranche a+ c’—2ac, c’est-à-dire le carré de 
(a—c) : elle est donc la différence des carrés de b et de 
(a—c), et revient par conséquent à 


(b+a—c)(b—a+ce). 
D'après ces transformations la valeur trouvée pour 
L* deviendra : 
pans CAPE 0) (or 1) (a+b—c) (b+c—a) 
> 4 a? 
Si l’on représente le demi-périmètre du triangle par 
.P> et par conséquent son périmètre par 2p, on aura : 
a+b+c—=?2p; 
et, en retranchant successivement 24, 20 et 2c de 
part et d'autre, il viendra : 
b+c—a—2(p—a), 
a + c—b=2(p— 0), 
a+b—c=2(p—c); 
donc, en substituant dans l'expression de 2°, et divi- 
sant ensuite les deux termes de la fraction par #4, 


FES Us A4p(p—a)(p—b)(p—c). 
Sr a? ,) 


partant 
Poe nes |. (1) 


En multiphant enfin cette quantité par _ on trouvera 


pour expression de l'aire À d’un triangle en fonction 
de ses côtés : - 

A — V’p(p—a) (p—0)(p—c); 
ce qui nous apprend que, pour calculer l'aire d'un 
triangle en fonction de ses côtés, il faut du demi- 
périmètre du triangle retrancher successivement cha- 
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cun de ses cotés, multiplier les trots restes entre eux 
et par le demi-périmètre, et extraire la racine carree 
du produit. 

Si l’on veut appliquer les logarithmes au calcul de 
la valeur de A, on aura : 


L.p+l.(p—a)+L.(p—b)+L(p—c 
L'A=TZPrT+TL.(p De Fr TN BE RD, 


formule qu'il est également facile de traduire en lan- 
gage ordinaire. 

* Exemple. Les trois côtés d’un triangle valent respec- 
tivement 1370%,34; 1827%,12; 2283°,9 : quelle est 
son aire ? 

Je représente ces trois côtés respectivement par 
a, b,c, et leur somme par 2 p, et j'exécute les calculs 
ci-dessous : 


VO À =) 1370734 

b—A8S27,12 d 
: c = 2283, 90 
2p = 5481, 36 

p = 2140, 68 L.p= 3,1318584 


p—a—1310,34....L(p—a)=— 3,136828/4 
p—b = 913,56....L.(p—d)— 2,9607371 
p—c—= 456,18%.7èL. (p—c)— 2,6597071 


, ; 12,4951310 
L.A— 6,0975655 
A— 1251888 


Ainsi l'aire du triangle est de 42548881, à moins 
d’un mètre carré près. 


THéorÈèmMe VIII. 


573. L'aire d’un triangle est égale à son périmè- 
tre multiplie par la moitié de son apothéme. 

Fig. 174. Si l’ou Joint, en effet, le centre du cercle inscrit au 
trianple avec ses trois sommets, on le parlagera en 
trois autres qui auront pour bases respectives les côtés 
de ce triangle, et pour hauteur commune son apothême : 
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ainsi leurs aires seront égales à ces côtés multiphiés 

FETE À 3 . 
chacun par la moitié de cet apothême. Or, dans l’addi- 
tion de ces aires partielles, on pourra mettre la moitié 
de lapothème en facteur commun, et l’on trouvera 
ainsi, pour expression de l'aire demandée, la somme des 
côtés du triangle, ou son périmètre par la moitié de 
son apothême, 


THÉéorRÈME IX. 


37/4. Le produit des trois cotes d’un triangle est 
égal au double de son aire multiplié par le diamètre 
du cercle circonscrit. 

Par un des sommets C du triangle menons le dia- Fig. 175. 
mètre CD, joignons AD , et abaissons du sommet de 
l’angle À la perpendiculaire A F sur le côté opposé BC. 
Les deux triangles DAC, BAF, sont équiangles; car 
ils sont rectangles, l’un en A, l’autre en F; et les an- 
oles D et B sont égaux comme inscrits dans le même 
secement CBD À : ainsi leurs côtés homologues sont 
proportionnels, et l’on a 

DC:AB::AC:AF; 
d'où, en égalant le produit des extrêmes à celui des 
moyens, 

AB.AC—=AF.DC. 
En multipliant ces deux produits chacun par BC, il 
viendra : L 

BG ABC —BC.AF. DC: 
égalité qui démontre notre proposition : car BC.AF 
est le double de l'aire du triangle A BC, et DC est le 
diamètre du cercle circonscrit. 


THrorRÈME X. 


919. L’aire d'un trapèze AC a pour mesure la Fig. 68. 
demi-somme de ses bases parallèles AB et CD, mul- 
tipliée par sa hauteur DE, 

Tirons , en effet, la diagonale DB : nous partage- 
rons notre trapèze en deux triangles ADB et BCD; 
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etilest clair qu’en faisant la somme de leurs aires, 
nous aurons celle du trapèze A BCD. 

Or, le triangle A BD a évidemment pour mesure la 
moitié de sa base AB, multipliée par sa hauteur DE, 


1 AB.DE. 

Le triangle BCD à à même pour mesure 

 DC.DE: 
car la perpendiculaire que l’on abaisserait de son som- 
met B sur la base DC serait égale à DE, comme pa- 
rallèles comprises entre parallèles. Additionnant ces 
deux produits, et mettant DE en facteur commun, il 
viendra : 


(YAB+1DC).DE ou 2ÈTDE 


DE, 

c'est-à-dire la deini-somme des bases su du tra- 
pèze multipliée par sa hauteur. 

916. Cororrarre. Si par le milieu G du côté AD 
nous menons GLK parallèle aux bases AB et CD, 
nous formerons le triangle DGL, semblable à D AB : 
ainsi les côtés homologues de ces triangles seront pro- 
portionnels. Mais DG est la moitié de DA : donc DL 
et GL sont les moitiés respectives de DB et de AB; 
donc, si par le milieu de l’un des cotes d’un triangle 
on mène une parallèle c a l’un des deux autres côtes, 
elle sera la mottié de ce cote, et passera par le milieu 
du troisième. I] suit de là que le point K sera le milieu 
de GB, et que LK sera la moitié de CD : donc GK 
est la Re des deux bases AB et DC ; donc, si 
par le milieu de l’un des cotés non parallèles d un 
air apèze on mène une par allele aux bases, cette droite 
passera par le milieu de l’autre coté, et sera la demit- 
somme des deux bases. 

On peut donc dire que l'aire d’un trapèze a pour 
mesuré le produit de la droite qui Joint les milieux 
des cotes non parallèles mullipliée par sa hauteur. 

377. Ilsera facile, en s appuyant sur la formule (4) 
du n° 322, de calëuler la surface d'un trapèze en fonc- 


A 
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tion de ses côtés. Supposons, par exemple, que les 
côtés parallèles AB et CD soient respectivement de 
10% et de 6", et les deux autres À D et BC de 3" et 
de 5", Je mène D O parallèle à CB : cette droite vaudra 
par conséquent 5", et AO en vaudra 10— G— A. 
Alors le périmètre du triangle AD O sera 12, et l’on 
aura:p=6,p—A0=—2, p—DO—1, p—AD=—3; 
donc, en vertu de la formule (4) du n° 3792, 
h—2 V6.2.1,3 = 3, ce qu'on aurait pu prévoir, 
puisque les côtés DA AO et OD du triangle ADO 
étant respectivement de 3, 4 et 5 mètres, l'angle A 
est alors droit (239, 3°). L’aire de notre trapèze aura 
donc pour mesure 
106, 3 — 24% 


THÉoRÈME XI. 


315. L’aire d’un polygone régulier quelconque 
est.égale à son perimètre multiplié par la” moitie de 
son apothème. 

Si l’on joint , en effet, le centre du cercle inscrit au 
polygone avec chacun de ses sommets, on le partagera 
en autant de triangles qu'il a de côtés : de sorte qu’en 
additionnant les aires de tous ces triangles, on aura 
celle du polygone proposé. Or ces triangles auront 
pour bases respectives les différents côtés du polygone, 
et pour hauteur commune son apothème : ainsi chacun 
d'eux aura pour mesure le coté du polygone qui lui 
sert de base multiplié par la moitié de cet apothême. 
Dans l’addition de ces aires partielles on pourra mettre 
la moitié de l’apothème en facteur commun, et alors 
on trouvera, pour l'expression de l'aire demandée, la 
somme des côtés du polygone, c’est-à-dire son péri- 
mètre multiplié par la moitié de son apothême. 

379. CorozrairE. Cette mesure de l’aire d’un poly- 
gone régulier étant indépendante du nombre de ses 
côtés doit, par conséquent, convenir au cercle (350) : 
donc l'aire d’un cercle a pour mesure le produit de 
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sactrconference multpliée par la moitié de son rayon. 
Nous allons démontrer ce théorème, indépendamment 
des considérations du n° 350. 


THéorÈMEe XIL 


580. L’aire d’un cercle est égale au produit de la 
circonférence multipliee par la moitie du rayon, c'est- 
à-dire que 

Cerc.R = cire. R X FR. 
En effet, si l’on circonscrit un Robe régulier 
quelconque au cercle proposé, et que l’on désigne par 
À et par P l'aire et. le périmètre de ce polygone, on 


aura 
A—P.1R. 


Or, si l’on circonscrit à notre cercle d’autres poly- 
oones réguliers dont le nombre des côtés soit de plus 
en plus g RL À et P varieront, mais l'équation pré- 
cédente RARES toujours : elle aura donc encore 
lieu quand le nombre des cotés de notre polygone sera 
devenu infini; mais alors À et P auront atteint leurs 
limites respectives cerc.R et circ.R, de sorte qu'on 
aura 
Cerc.R =. circ.R X &R, 


car les limites de deux quantités bles, qui restent 
constamment égales, sont égales (° 

381. Corozzarre 1. Il suit de (à et de la règle don- 
née pour calculer la circonférence d’un cercle en fonc- 
tion de son rayon (35/4) que l’on aura, pour expres- 
sion de l'aire du cercle, 2 r.R.2LR = 7x.R; ainsi 


(2) Si l’on doutait que cére. R X +R füt la limite du produit 
PX+R, on observerait que P=circ.R + &, « étant une quantité 
variable susceptible de décroître indéfiniment. On tire de cette 


: « R 
équation P.£R=circ, R X LR + Fo at comme" « tend vers 


zéro, à mesure que le nombre des côtés du polygone devient plus 
grand, on en conclut que la limite du second membre de cette 
équation est eurc. R'X +R; donc Zm. P X1R— circ,R X ER. 
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Cerc. R = mu: 


donc, pour calculer l'aire d'un cercle, il faut mulii- 
plier le rapport de la circonférence au diamètre par 
le carré du rayon. 

Veut-on, par exemple, l'aire d’un cercle de trois 
mètres de rayon, à moins d’un centimètre carré : on ob- 
servera que lexpression de cette aire étant 9 x, pour 
que lerreur soit moindre qu'un centimètre carré, c’est- 
à-dire que :-455 de mètre carré, il faudra, conformé- 
ment à la règle donnée au n° 3598 de notre Arithmé- 
tique, prendre la valeur de x à moins de tr. On 
aura ainsi 9r=—3,141592 X9—28,274328 ; et comme 
le cinquième chiffre est moindre que 9, on en conelut 
que 28" %,2743 est l'aire de notre cercle, à moins d’un 
centimètre carré près. 

982. CororLaire 11. Ï] suit encore du théorème 
précédent que, pour trouver [& QUADRATURE DU CER- 
CLE, c'est-à-dire pour construire un carré équivalent 
à un cercle donné, & ne s’agit que de chercher une 
moyenne proportionnelle entre la moitie de la circon- 
Jerence de ce cercle et son rayon, et lon aura ainsi le 
côté du carré demandé. Mais, comme nous n'avons pas 
de. moyen géométrique pour rectifier la circonfé- 
rence (3957), il s'ensuit que nous n’en avons pas non 
plus pour trouver la quadrature du cercle. Quoiqu’on 
n'ait pas encore démontré qu'il soit impossible de ré- 
soudre ce problème, ex n’employant que lu règle et le 
compas, méanmoins l'inutilité de toutes les tentatives 
que, depuis plus de deux mille ans, on a faites pour y 
parvenir, doit nous faire penser que ce problème n’est 
pas du ressort de la géométrie élémentaire. 

Le calcul permet de résoudre ce problème avec une 
exactitude presque indéfinie; car nous avons vu que 
l’on a poussé la détermination de Îa valeur du rapport 
de la circonférence au diamètre jusqu’à 454 décimales. 
Veut-or, par exemple, à moins d’un millième près, le 
côté du carré équivalent au cercle dont le rayon serait 


15 


Fig. 176. 
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de 3" : comme sa valeur est alors 97, on prendra 
la valeur de + exacte à moins d’une unité du huitième 
ordre décimal, et l’on en déduira 9 r — 28,274328, 
valeur qui n’est pas fautive d’un millionième. En en ex- 
trayant la racine carrée, on trouvera, pour le coté du 
carré demandé, 5",917. 


TaéorèMe XII. 
383. L'aire d’un secreur AMBO (ou appelle 


ainsi la portion d'un cercle comprise entre un arc et 
les deux rayons menés à ses extrémités) est égale à 
l'are AMB, qui lui sert de base, multiplie par la 
mottie du rayon AO. 

En raisonnant, en effet, comme nous l'avons fait au 
n° 108, on démontrera que l'aire d’un. secteur est à 
celle du cercle comme l’are qui lui sert de base est à la 
circonférence : de sorte qu'en -représentant par A l'aire 
d’un secteur, par & la longueur de son arc, et par R 
celle du rayon du cercle auquel il appartient, on à la 
proportion 


À :cec. R::a: cire. RK. 


| ji multipliant les deux termes du second rapport par 


LR, il viendra 
A:cerc R::a X SR:ctrc.R x + R. 


Or, les conséquents de cette dernière proportion sont 
égaux (380) : - donc il en doit être de même des anté- 
cédents : donc 


A=aXgR, 


ce qui démontre notre théorème. 

964. On voit ainsi que, pour évaluer l'aire d’un 
secteur, lorsqu'on donne seulement le rayon et le nom- 
bre de grades et de parties de grade de Parc qui lui 
sert de base on doit commencer par calculer la lon- 
gueur de cet arc. Supposons, par exemple, que l’on de- 
mande l'aire d’un secteur dont l'arc est de 45° 75 
le rayou 12%,7, On observera que, dans un même cer- 


" 
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cle, les longueurs des arcs sont proportionnelles aux 
nombres de grades et de parties de grade qu'ils con- 
tiennent; or la longueur de l'arc de 200 est ici 
12,7 x 22 (554), en adoptant le rapport d'Archi- 
mède ; donc on aura la longueur de Pare de 15° 75" par 
la proportion 
200:1990"#:12n,7 ere: 

d'où l’on tire x = 22",00275, en substituant au rap- 
port des nombres concrets 200° et 15° 75", le rapport 
équivalent 200 : 15,79. Ainsi l'aire de notre secteur 
est égale à 


(22,00275 >< 1227) 1 — 139"2,7174695. 


985. On appelle sinus d’un arc la perpendicu- 
laire abaissee de l’une de ses extrémités sur le rayon 
qui passe par l’autre : ainsi AP est le sinus de Parc 
AMB : d'où l’on voit que ce sinus est la moitié de la 
corde À A’ qui sous-tend l’arc AM A” doubie de AMB. 


THéÉoRÈME XIV. 


586. L’aire d’un segment de cercle AMBA (on 
appelle ainsi la portion d’un cercle comprise entre un 
arc et sa corde) & pour mesure la moitie de son 
rayon multipliée par l'excès de cet arc sur son sinus. 

En effet, l'aire du segment AMB est évidemment 
la différence des aires du secteur AMBO et du trian- 


1 B 
gle ABO. Mais le secteur a pour mesure ee AMB; 


B O 
| 2 
aura pour mesure la différence de ces deux produits, 


l'aire du triangle est égale à .AP :doncle segment 


; \ : BO 
c'est-à-dire, en mettant sen facteur commun, 
BO 


5. (AMB — AP), ce que nous voulions démontrer. 


Or, quand on connaîtra un arc et son rayon, on de= 
vra pouvoir calculer le segment de cercle correspon- 
dant : car le sinus d’un arc donné est nécessairement 


Fit, 47/. 
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déterminé. Cependant le calcul du sinus d’un arc 
donné est un problème que la géométrie élémentaire 
ne peut résoudre que dans un petit nombre de cas très- 
particuliers. 

Exempzre. Calculer l'aire d'un segment dont l'arc 
est de 60°, dans le cercle dont le rayon est KR. 

Si l’on remarque que l'arc de 60° est le sixième de 
la circonférence, on conclura du n° 55/4 que sa lon- 
r R 
as 
arc est la moitié du côté du triangle équilatéral in- 
scrit (585), puisque ce côté sous-tend un arc de 120°; 
donc l'aire demandée a pour expression 


ee es R _(2r—3V3)R 


gueur est égale à —. D'un autre côté, le sinus de cet 


POUR ER) 5) 12 


PROBLÈME I. 


587. Mesurer l’aire d’un polygone irrégulier quel- 
conque. 

Il peut se présenter deux cas, selon que lintérieur 
du polygone est accessible ou qu'il ne lest pas. 

Premier cas. 4° Si l’on peut parcourir le polygone 
dans tous les sens, on Île partagera en triangles, en 
ayant soin de faire partir toutes les lignes de division 
du sommet d’un même angle si la chose est possible, 
et il ne s'agira plus alors que d'évaluer les aires de ces 
différents triangles. Pour abréger les opérations, on 
donnera, si cela se peut, la même base à deux trian- 
gles adjacents; car alors, dans l'addition de leurs aires, 
on mettra cette base en facteur commun , et l’on trou- 
vera ainsi que l'aire du quadrilatère formé par ces 
deux triangles est égale à la base commune multipliée 
par la demi-somme de leurs. hauteurs. De cette ma- 
nière, on remplacera une multiplication par une addi- 
tion. Ainsi, dans la figure 177, on prendra la diagonale 
AC pour base commune des triangles ABC et ADC, 
et, en abaissant sur cette base les perpendiculaires BB’ 
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et DD’, on verra que, leurs aires respectives étant 


AGE et AC, celle du quadrilatère ABCD sera 


, BB/+ DD’ 
AC, + 
mune des deux triangles ADE et AFE, on trouvera 
que l'aire du quadrilatère ADEF a pour mesure 
DD" FF’ 
AE DD ET 


: GG 
pour expression AF.—-, on en conclura que la me- 


. En prenant de même AE pour base com- 


; et, comme celle du triangle AGF a 


! 


sure de l'aire du polygone entier est 
1{ AC.(BB'+DD')+AE.(DD’+FF)+AF.GG }. 

Observons toutefois qu'il sera encore plus simple, 
et surtout plus exact, d'évaluer l’aire de chaque trian- 
gle en fonction immédiate de ses côtés (372), puis- 
qu'on sera ainsi dispensé d’abaisser la hauteur de 
chacun. 

2° On peut encore parvenir à évaluer l'aire d’un 
polygone quelconque en le décomposant en triangles 
ct en trapèzes rectangles. Pour cela, on tirera, dans le 
sens de sa plus Di largeur, d’un angle à un autre 
du polygone, une droite AT, que l'on nomme direc- Vig. 178. 
trice; puis -des sommets B, GC, D, K, on abaissera 
des perpendiculaires BB, CC’, DD , KK', sur 
cette droite; et des points F et G, ee perpendiculaires 
FF" et GG’ sur DD’. Mesurant ensuite AB’, BC, 
CDDT BE T7RRE CC, DES EG, G'D', FF'et 
GG”, on aura les éléments nécessaires à la détermina- 
tion des aires de toutes les parties ABB, BC", CD’, 
DFF", FG', GD et AKIT, dans lesquelles nous avons 
décomposé notre polygone. Supposons, par exemple, 
que l’on ait trouvé 
DEAD BC 41 2"6; C'D'= 21744) [—30"2 
BB UNS: RKE=-US8, 1: CO = 10,5; DF'—10;8 
RO DE 11,2 14, 1 ;.GG'—: 8,6: 

Il en résultera d’abord que AI — 80", et que DD' 
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== 38"2 (il sera bon, d’ailleurs, de mesurer directe- 
ment ces deux dernières lignes pour se fournir des vé- 
rifications). On verra ainsi que 
ABB — LS ,17,3 = 136707 
BE (17,3 + 10,5). 126 = 175044 


CU (10,5 a 5 ,2). 21% = 521, 09 
ibgi eS . 14,1 = 10 
FC (41 + 4 8,6). 183 — 186, 14 
GI=(8,6 +30,2). Lt — 213, 40 
RL — 50.18,1. EC UD 
2032, 98 

et que, par conséquent, l'aire du polygone est de 


2032":1,58. 
Deuxième cas. Si intérieur du polygone était inac- 
_cessible, comme le serait un bois fourré et impéné- 
trable ou un étang, on circonscrirait un rectangle à ce 
polygone, en ayant soin, pour plus de simplicité, de di- 
“ riger un de ses côtés suivant un de ceux du polygone, 
ct de faire passer les trois autres par les sommets de 
trois angles de ce polygone. Au moyen de parallèles 
menées aux côtés de ce rectangle par les sommets des 
angles du polygone, on partagera lintervalle compris 
entre son périmètre et celui du rectangle en triangles 
et en trapèzes rectangles (si quelque partie ne se pré- 
Lait pas à cette décomposition, on la diviserait en trian- 
gles par des diagonales}, dont il sera facile d'évaluer 
les aires. Retranchant enfin la somme de ces aires de 
celle du rectangle, on obtiendra évidemment celle du 
polygone. 

388. Si une ou plusieurs parties du périmètre de 
la surface plane à mesurer étaient courbes, on distin- 
guerait encore deux cas suivant que l’on pourrait pé- 
nétrer dans l'intérieur de la figure ou. qu'on ne le pour- 
rail pas , et l’on opérerait due chaque cas comme 
nous lavons fait au n° 387. La difficulté serait ainsi 

Fig. 179. réduite à mesurer les espaces B'BCQDFE", GIF et 
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PON,ouCB’B,CQD, DFF", GI”, ONN', ORP'P. 
Occupons nous donc d'évaluer ces différentes aires, 


PROBLÈME IL, 


589. Mesurer l'aire de la surface comprise entre Fig. 180. 
une courbe AMB , une droite A°B', et les perpendicu- 
laires abaissees sur cette droite des deux extrémites 
de la courbe. 

On partagera la droite A’B’ en un certain nombre 
de parties égales, et par tous les points de division 
C’, D’, F’, on élèvera des perpendiculaires CG, D'D, 
F'F, à A°B" (on se contentera de faire planter des ja- 
lons aux points où elles coupent la ligne AMB). Si ces 
perpendiculaires sont suffisamment rapprochées, les 
arcs AC, CD, DF, FB, différeront très-peu de leurs 
cordes , de sorte que l’on pourra, sans erreur sensible, 
regarder le segment A'AMBB" comme partagé en tra- 
pèzes rectangles. Il sera donc facile d'évaluer ses dif- 
férentes parties, et l’on trouvera que 


A A’+ CC 
2 
DD'+Fr 
2 


CCHLDD 
de Ab 
FF'+LBB 
—— 


A'C = "AOC D = 


D'F— NORD 


AC’, 


puisque tous ces trapèzes ont des hauteurs égales à 
A'C’. En additionnant tous ces produits, on pourra 
mettre A’C’ en facteur commun, et, en observant que 
la moitié de chacune des perpendiculaires intermé- 
diaires CC”, DD’, FF", est répétée deux fois, on trou- 
vera en définitive : 
AA'LBP 
nr 2 
résultat qui nous apprend que, pour évaluer l'aire 
d’un segment curviligne quelconque, il faut partager 
sa base en un nombre de parties égales d'autant 
plus grand que l’on voudra plus d’exactitude; éle- 
ver aux differents points de division des perpendi- 


‘ 


AAMBB=—| + CC'+DD'+FF|.4C’ 


Fig. 181. 
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culaires à cette base, puis ajouter à la demi-somnie 
des deux perpendiculaires extrémes toutes les per- 
pendiculaires intermédiaires, et multiplier le résultat 
par la distance de deux points de division consé- 
culifs. 

Cette règle comprend évidemment, comme cas par- 
ticulier, celui où les deux extrémités de la courbe, ou 
l'une d'elles seulement, se trouveraient sur la base du 

segment ; car alors il A de regarder comme nulles 


Le deux perpendiculaires se ou seulement l’une 
d'elles. 


Progcème II. 


390. Évaluer l'aire de la surface comprise entre 
deux lignes courbes et deux lignes parallèle s, OU en- 
veloppée par une ligne cour Les 

4° Si l’on peut pénétrer dans l’intérieur de l'aire à 
mesurer, on tracera une perpendiculaire af aux deux 
parallèles AA’ ct FF; on la divisera en un certain 
nombre de parties égales, et, par tous les points de di- 
vision, on mènera des parallèles à À A”. De cette ma- 
nière, l'aire AF” sera partagée en un certain nombre 
de figures qu'on pourra regarder comme des trapèzes 
ayant tous pour hauteur commune la distance ad de 
deux points de division consécutifs; et, en évaluant 
les aires de ces différents trapèzes, on trouvera que 
leur somme, c'est-à-dire celle de AF", a pour mesure 
le produit que l’on obtient en m ultipliant par la dis- 
tance de deux par allèles consécutives la demi-somme 
des deux parallèles extrémes augmentée de toutes 
Les autres. 

Telle est la règle que l’on suit pour mesurer l aire de 
la section RENE faite dans la carène d’un vais- 
seau, ainsi que celle de la section verticale déterminée 
dans cette même carène par un plan parallèle au plan 
de symétrie du navire. 

Si la surface à mesurer est terminée de toutes parts 
par une ligne courbe, on la partagera encore en tra- 
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pèzes , en traçant dans son intérieur une ou plusieurs 
directrices : ainsi, dans le cas de la figure 182, on ti- 
rera une première directrice À B aux Pots de la- 
quelle on élèvera deux perpendiculaires À A’ et BB; 
on mènera ensuite une seconde directrice CD per- 
pendiculaire à BB’, et en D une parallèle D D' à BB. 
L’aire proposée se trouverait ainsi partagée en quatre 
parties AMA', A'AB'B, BB'DD'’et DND', qu'on sait 
évaluer. 

Remarquons que si AB et CD avaient une commune 
mesure qui ne fût pas trop petite, on pourrait calculer 
directement l'aire A'ABD DB'A", en portant cette 
commune mesure sur AB et sur CD, et élevant des 
perpendiculaires à ces lignes par les PO de divi- 
sion (390). 

2° Si l'on ne peut pas pénétrer dans ' intérieur de la 
surface à mesurer, on la renfermera dans un rectangle 
PQRS, dont deux côtés au moins soient tangents à la 
courbe BMB'N ; puis on partagera les deux côtés PQ 
et RS en un même nombre de parties égales, et par 
les points de division l’on mènera des parallèles aux 
deux tangentes PS et QR. Il n'y aura plus qu'à me- 
surer les parties de ces parallèles comprises entre leur 
point de départ et l'arc de courbe correspondant, et 
l'on en déduira facilement les longueurs des portions 
qui sont comprises dans la courbe, et par suite Paire 
demandée, 
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CHAPITRE IL. 


COMPARAISON DES AIRES. 


TaHéorëMEe LE 


991. Le carré BO construit sur l’hypoténuse BG 
d'un triangle rectangle ABG est équivalent à la 


Fig. 182. 


Fig. 183. 
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somme des carrés AD et AF construits sur les deux 
autres cotes de ce triangle. 

Abaiïssons du sommet À de l’angle droit la perpen- 
diculaire AI sur l'hypoténuse, et prolongeons-la jus- 
qu au côté opposé du carré BO : nous partagerons 
ainsi ce carré en deux rectangles BL et GL, que je dis 
être équivalents aux carrés correspondants AF et AD. 
Pour le démontrer, je joins AK et FC, et je forme 
ainsi les deux triangles FBC et ABK, qui sont les 
moitiés respectives de AF et de BL; car le triangle 
FBC, par exemple, a la même base FB et la même 
hauteur AB que le carré AF. Or, ces deux triangles 
sont égaux : en effet, l’angle FBC, composé de l'angle 
ABC et du droit FBA, est égal à l'angle ABK, com- 
posé du même angle ABC et du droit CBK. De 
plus, les deux côtés FB et BG, qui comprennent l’an- 
gle FBC, sont égaux chacun à chacun aux côtés AB 
ct BK qui comprennent l'angle ABK : donc les trian- 
gles FBC et ABK sont égaux, c’est-à-dire que la 
moitié du carré AF est égale à celle du rectangle BL; 
donc ce carré et ce rectangle sont équivalents. On 
prouverait de la même manière que le carré AD et le 
rectangle CT sont aussi équivalents : donc le carré 
BO, somme des deux rectangles BL:et CL, est aussi 
la nie des deux carrés AF et AD. 

392. Cororraire 1. Les deux rectangles BL, CL, 
et le carré BO, ayant même hauteur ie sont propor- 
nel tiens bases (360) : ainsi l’on aura la suite 
de rapports égaux : 


BL ou AF : BI :: CL ou AD : IC :: BO : BC, 


c’est-à-dire que les carrés construits sur les trois co- 
tés d’un triangle rectangle sont proportionnels aux 
projections de ces cotés sur P hypotenuse. 


398. CorOLLAIRE 11. Les carrés Jaits sur les cordes 
qui partent des extrémités d’un même diamètre sont 
proportionnels aux projections de ces cordes sur ce 
diamètre : car le rapport du carré de chaque corde 
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AB à sa projection BI sur le diamètre BC est égal(392) 
au rapport du carré de ce diamètre à ce même dia- 
mètre, et ainsi ce rapport est constant. 

594. Scnouie. On aurait pu déduire le théorème 
qui précède et ses deux corollaires de celui du n° 253, 
4° et 5°, et du corollaire 111 (237) : car l'aire du carré 
construit sur une droite ayant pour mesure le carré du 
nombre abstrait qui exprime la longueur de cette 
droite (564), on voit que dire, par exemple, que le 
carré de la longueur de l’hypoténuse d’un triangle rec- 
tangle est égal à la somme des carrés des longueurs 
des deux autres côtés de ce triangle, revient à cette 
proposition : Le carré construit sur l’hypoténuse d’un 
triangle rectangle est équivalent à la somme des carrés 
construits sur les deux autres côtés, etc. 

En général, on pourra substituer aux expressions 
carré de la longueur d’une ligne et produit des lon- 
gueurs de deux lignes les expressions respectives carré 
construit sur cette ligne et rectangle construit sur ces 
deux lignes : ainsi, par exemple, ce théorème d’al- 
gèbre, que le carre de la somme ou de la difference 
de deux nombres est égal à la somme des carres de 
ces nombres augmentée où diminuée de leur double 
produit, revient à ce théorème de géométrie : Le carré 
construit sur [& somme ou la difference de deux 
droites est equivalent a la somme des carrées con- 
struits sur ces deux droites augmentée ou diminuee 
du double du rectangle qui aurait l’une d’elles pour 
base et l’autre pour hauteur (*). 


(*) 1° Sur la droite A C, somme des deux lignes données AB 
ct BC, construisez le carré ACDF; prenez AG—AB, et par 
les points B et G menez les droites BL et GI parallèles à AF et 
à AC. De cette manière le carré A D sera la somme des quatre 
figures AK, DK, FK et CK. La première est le carré construit 
sur AB; la seconde est un carré dont le côté est égal à BC : 
car la figure K D a ses quatre angles droits, le côté KI— BC ; 
LK, qui est égal à F G, différence de AF et de AG, est ainsi égal 
à BC, différence des lignes AC et AB égales à celles-ci; enfin 


Fig, 184. 


Fig, 187. 


Fig, 185. 


Fig. 186. 
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TakorèmE Il. 
395. Les aires de deux triangles ABC, ADF, 


qui ont un angle commun À, sont proportionnelles 

aux produits des cotés qui comprennent dans cha- 
1 Lt . L 

cun l'angle commun, c’est-à-dire qu'on aura 


ABC:ADF::AB.AC:AD.AF. 
Joignons, en effet, DC: les deux triangles ABC et 


les dimensions des rectangles FK et CK sont évidemment AB ct 
BC. 

20 Sur AB, la plus grande des deux lignes données AB et 
BC, construisons le carré AD ; prenons AG égal à la différence 
A C de ces deux lignes, et menons par les points C et G les pa 
rallèles CM et GK à A F et à AB. Enfin construisons sur FG le 
carré G L. La figure totale ABD LI1G est la somme des carrés 
construits sur À B et sur BC: car FG, différence des lignes 
AF et AG ou AB ct AC, est ainsi égale à BC. Or, si l’on re- 
tranche de cctte figure Îes deux rectangles BM et IM qu ont 
pour dimensions A B et BC, puisque IK—1G+GK—BC + 
AC =— A B, il restera le carré A K construit sur la différence des 
deux lignes AB et BC. 

On a donc (ABHBC)'—=AB' +BC +92ARB.BC, le 
signe supérieur se rapportant à la figure 184 et l'inférieur à la 
figure 185. 

On peut encore démontrer de la manière suivante ce théo- 
rème : Le rectangle À G, qui a pour base la somme et pour hau- 
teur la différence des deux-tignes AB et BC, est équivalent à la 
différence des carrés construits sur ces deux lignes , ce qui revient 
à dire que {a différence des carrés de deux nombres est égale à la 
somme de ces nombres multipliée par leur différence. 

Fan cffet, construisez sur la plus grande des deux droites le 
carré AT; puis, ayant pris BD—BC, menez DML parallèle à 
AK. Il est clair que MI est le carré construit sur BC: car, 
comme ÀF cest, par hypothèse, la différence des deux droites 
AB cet BC, ct que AK estégal à A B, il faut nécessairement 
que KF—BC; or la différence des deux carrés AI et MI, 
construits respectivement sur À Bet BC, est la figure ABNMLK 
équivalente au rectangle À G : car ces deux figures ont la partie 
commune ABNE, et les deux parties restantes MK et NC sont 
deux rectangles qui ont leurs bases et leurs hauteurs égales. 


Donc(AB--BC).(AB—BC)—AB —BC’. 


22 
_ 
Le 
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ADC, qui ont leurs bases AB et AD cn ligne droite 
et eue sommets au point C,ont par conséquent même 
hauteur. et sont ainsi entre frs comme leurs bases A B 


et AD (374): donc 
ABC LADA B : AD, 4... (4). 


De même, les triangles ADC et ADF donneront la 
proportion 
ARC PER CS. À FPT 2 


Multipliant ces deux proportions par ordre et sup- 
primant le facteur ADC commun aux deux termes du 
premier rapport de là proportion-produit, il vicudra 


ABC:ADF::AB.AC:AD.AF, 


ce qu'il fallait démontrer. 

996. Scrozre. Pour que les triangles ABC et ADF 
soient équivalents, il faut que les deux termes du se- 
cond rapport soient égaux, € “est- -à-dire que lon ait la 
proportion 


AB rAI% AT: AC, 
u, ce qui revient au même, que la ligne BF soit pa- 


rallèle à DC (249). 
TaéorëmEe IT. 


597. Les aires de deux triangles semblables sont 
proportionnelles aux carrés de leurs ces homolo- 
ques. 

Abaissons des sommets homologues A ct A’ des per- Fig. 103. 
pendiculaires AI et A°T' sur les côtés opposés à ces 
angles. Les triangles rectangles ABT ct A"B'T sont 
semblables : car les angles B et B° sont supposés 
égaux (2/49); leurs côtés homologues sont donc pro- 
portionnels, et l’on a 

A LS -ASIS AB2A"D" 
Mais la similitude des triangles ‘proposés donne 
aussi 

AGr BC: AB: AB. 


ue um ee CRT MRC ES rc. :— SN RD RS DeSe RE CS RS LE 


Fig. 117. 
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Multipliant ces deux proportions par ordre et divi- 
sant par 2 les deux termes du premier rapport de la 
proportion-produit, il viendra 


2BOLAI:1B'C'.A'T:: NES 
ce qui démontre notre théorème (370). 
Observons que nous avons bien exprimé que les 
deux triangles ABC et A'B'C’ sont semblables; car 


nous avons écrit qu'ils avaient un angle égal compris 
entre côtés proportionnels (352). 


TaéoriME IV. 


398. Les aires des polrs sones semblables sont pro- 
portionnelles aux carrées 2e cotes homologues de ces 
polygones. 

Nous pourrons Ma Ave les deux polygones dont il 

s’agit en un même nombre de triangles semblables 
Éneut à chacun et semblablement disposés (254), 
puis former autant de proportions , en exprimant que 
chacun des triangles du premier polygone est à celui 
qui lui correspond dans le second, comme le carré d’un 
de ses côtés est au carré du côté homologue de l’autre 


triangle (397) : ainsi 
DBC#D'BC'::B.C : B'0, 
ABD:A'B'D'::AD : A AD”, 
EAD : E'A'D'::EA°:E A", 
EAF:EA'F'::AF:AF", 
GAF:G'A'F'::AF°: AE; 
Mais, les polygones ‘étant semblables, leurs côtés et 
leurs diagonales homologues (263), et partant les car- 
rés de ces côtés et de ces diagonales, sont proportion- 
nels; donc les seconds rapports de toutes nos propor- 
tions sont égaux; car ils sont formés de carrés de côtés 
ou de diagonales homologues des deux polygones; les 


premiers rapports sont donc aussi égaux ; donc on aura 
la suite de rapports égaux 


DBC : D'B/C/::ABD : A'B'D'::EAD:E/A'D':EAF:E'A'F'::GAF : GA/F, 
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dont les antécédents sont les triangles du premier po- 
lygone, et dont les conséquents sont les triangles cor- 
respondants du second; donc la somme de tous ces 
antécédents, c’est-à-dire l'aire du premier polygone 
ABCDEFG, est à la somme de tous ces conséquents, 
c’est-à-dire à l’aire du second A’B'C'D'E’F'G", comme 
un quelconque DBC des triangles du premier est au 
triangle semblable D'B'C’ du second, ou comme le 
carré de l’un quelconque des côtés BC du premier est 
au carré du côté homologue B'C' du second. 


THéorime V. 


399. Les aires des polygones réguliers semblables 
sont proportionnelles aux carres des rayons des cer- 
cles qui leur sont inscrits ou circonscrits. 

En effet, les aires de ces polygones sont entre elles 
comme les carrés de leurs côtés homologues (398); 
mais ces côtés sont proportionnels aux rayons des cer- 
cles incrits ou circonscrits (326, 2°), et par conséquent 
les carrés de ces côtés sont proportionnels aux carrés 
de ces rayons; donc aussi les aires des polygones ré- 
guliers semblables, etc. 


TaéorèMe VI. 


00. Les aîres des cercles sont proportionnelles 
aux carrés de leurs rayons. 

Désignons, en effet, par R et par R” les longueurs des 
rayons de deux cercles. Leurs aires, étant représen- 
tées par r.R° et par x.R°° (381), seront entre elles 
dans le rapport de ces deux nombres, et par conséquent 
dans celui de R° à R’*. 

AO. ConrozraiRe 1. SC l’on décrit trois demi-cir- 
conférences sur les trois cotés d’un triangle rectangle Fig. 188. 
ABC, l’aire de ce triangle sera égale à la somme de 
celles des deux runures AMBN et APCQ. 

En effet, de la suite de rapports égaux 


cerc. AB : À B° «+ cerc, AC : AC° :: cerc. CB: CB, 
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on tire | 
cerc. AB + cerc. AC : AB°+ AC° :: cerc: CB : CB, 


or, les conséquents étant égaux, les antécédents le se- 
ront aussi, c’est-à-dire que le cercle décrit sur CB est 
la somme des deux autres cercles décrits sur AB et sur 
À C; donc le demi-cercle BMAP CG est équivalent à la 
somme des deux autres B NA et AQC. Mais, en retran- 
chant d’une part les deux segments AMB et APC, il 
restera le triangle ABC; eten retranchant de l’autre part 
les mêmes segments, il reste les deux lunules : donc, etc. 

02. Corozraire 1. Les aires de deux secteurs 
semblables, c’est-à-dire qui correspondent à des angles 
au centre égaux, sont proportionnelles aux carrées de 
leurs rayons. 

Soient, en effet, S et S’ les aires de ces deux sec- 
teurs; & et a” les arcs qui leur servent de base; et R 
et R’ les rayons des cercles dont ils font partie. On aura, 
d'après le n° 583: 

SAS LP 2 here TEe 
Mais, puisque les secteurs sont semblables, leurs arcs 
le sont aussi (553); donc on aura : 
GRR". 
Multipliant ces deux proportions par ordre, et sim- 
plifiant, il viendra : 
Do RUE 
403. ConorraiRe 111. Les aires de deux seoments 
Fig. 199. semblables, c'est-à-dire qui correspondent à des angles au 
centre égaux, BACez B AC’, sont proportionnelles aux 
carrés des rayons des cercles dont ils font partie. 

En effet, les deux secteurs OACB et O’A’C'B' sont 

semblables; donc on a (409) : 


OACB : O'A'CB':: O0 AÀ°: O0 A? 
Mais les triangles AOB et A'O'B’ sont aussi sembla- 
bles (255) : donc (397) 
AOB : A'O'B':: 0° : OA”; 
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donc, à cause du rapport commun, 
OACB : O'A'CB :: AOB : A'O'P'; 
d’où, dividendo , 
OACB—AOB : O'A'C'B'—A'O'B' :: OACB : O'A'C'P’, 
ou :: OA’ : OA", 
c'est-à-dire, 
ACB : A'C'B':: 0 À’ :0'A/; 


\ 
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CHAPITRE III. 
PROBLÈMES SUR LES AIRES. 


PROBLÈME I. 


AO. Transformer un polygone donné ABCDF 
en un triangle. 

Il est de que si nous savions transformer un poly- 
sone donné en un autre qui eût un côté de moins, 
nous pourrions regarder le problème proposé comme 
résolu. Or, si nous joignons CF, ie polygone ABCF 
aura un côté de moins que ABCDF; mais aussi il 
sera plus petit que lui du triangle CDF. Il s’agit donc 
d'ajouter au polygone ABCF une surface égale à à celle 
de ce triangle, sans cependant augmenter le nombre 
de ses côtés ; or, on y parviendra en construisant sur 
CF un triangle équivalent à CDF, dont le sommet 
soit sur AF. Il suffira, pour cela, de mener par le point 
D une parallèle DG à CF, et de joindre CG : car il 
est évident que le triangle GGF aura ainsi même base 
et même hauteur que DCF, et lui sera par conséquent 
équivalent (370). Le polygone proposé ABCDEF sera 
donc transformé en un polygone ABCG ayant un 
côté de moins. Pour transformer actuellement ce qua- 
drilatère en un triangle, on joindra semblablement 


BG; par le point C on mènera la PARLE CIàa BG, 
14 


Fig. 189. 


Fig. 190. 


Fig. 191. 


Fig. 1992. 
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on tirera la droite BI, et le triangle A BI résoudra le 
problème. 

Remarquons que notre triangle a un côté AB et un 
angle À communs avec le polygone donné. 

Remarquons encore que notre construction convient 
aussi bien à un polygone concave qu'à un polygone 
convexe. L’hexagone ABCDEF à été transformé suc- 
cessivement en un pentagone ABCDG, en un qua- 


drilatère ICDG, et enfin en un triangle ICK. 


L 


PROBLÈME II. 


OS. Transformer un triangle donné en un carré. 

Cherchez une moyenne proportionnelle entre la base 
et la moitié de la hauteur du triangle et vous aurez le 
côté demandé ; car le carré de cette moyenne propor- 
tionnelle sera égal au produit de la base du triangle 
par la moitié de sa hauteur, c’est-à-dire à son aire. 
Ainsi, on prendra le milieu F de la hauteur AD; on 
prolongera FD d’une quantité DG—CB; et, en dé- 
crivant une demi-circonférence sur FG, on déter- 
minera la moyenne proportionnelle DI entre DF 
et DG. 

466. CorozrarRe. On pourra ainsi transformer un 
polygone quelconque en un carré, puisque nous 
venons de donner le moyen de changer tout polygone 
en un triangle. 


ProBcèME II. 


407. Transformer un triangle ABC en un autre 
qui ait pour sommet un point donné O, et dont la 
base soit dirigée suivant BC à partir de B ou de C. 

Il peut se présenter deux cas, selon que le point O 
se trouve ou ne se trouve pas sur l’un des côtés AB 
et AC. 

Premier cas. Supposons le point O sur le côté AB. 
Si nous joignons OC, nous formerons un triangle 
BOGC, dont le sommet sera en O, et qui aura BG pour 
base. Mais il est trop petit de AOC. Pour l’augmenter 


PROBLÈMES SUR LES AIRES. 211 


de cette quantité , Sans cependant changer le nombre 
de ses côtés, nous mèncrons par le point A une pa- 
rallèle AF à ‘OC, et nous joindrons OF (370). Il est 
facile de voir que le triangle BOF résoudra le pro- 
blème. 

Deuxième cas. Supposons que le point O ne soit Fig. 193. 
ni sur l’un ni sur l’autre des deux côtés AB et AC. 
Nous ramènerons ce second cas au premier en transfor- 
mant le triangle ABC en un autre qui ait même base 
et même hauteur que lui, et dont un des côtés soit di- 
rigé suivant BO; il suflira pour cela de mener par le 
point À une parallèle à BC, et de joindre le point A”, 
où elle coupe BO, avec le point C. Le triangle BOF ré- 
sout le problème. 


PROBLÈME IV. 


408. Par un point O'donne sur le périmètre d’un Fig. 194. 
polygone ABCDEF, 7rener une droite qui en 
retranche une partie équivalenie à a un polygone donne 
LMNQ. 

On transformera d’abord le polygone LMNQ en un 
triangle équivalent LQR (404), puis celui-ci en un 
autre LST, dont la hauteur soit égale à la perpendi- 
culaire abaissée du point donné © sur le côté adjacent 
AB. Cela fait, on prendra sur ce côté AB une 
quantité AG — LT, et l’on joindra OG. Si Île point 
G ne se trouve pas au delà de B, le problème est ré- 
solu, puisque le triangle O AG He équivalent à LST, 
ct partant au polygone donné LMNQ. S'il n'en est 
pas ainsi, on joindra OB; et, comme il ne s'agira plus 
que de retrancher du polygone OBCDEF une portion 
équivalente au triangle OBG, on construira sur OB 
un triangle équivalent à OBG, et dont le sommet soit 
sur la droite indéfinie BC. Pour cela, on mènera GH 
parallèle à OB , et l’on joimdra OH. “ice point H ne 
se trouve pas au delà de C, le problème est résolu : ear 
le quadrilatère OABH est équivalent au triangle OAG. 
Si le point H est situé au delà de C, les mêmes consi- 
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dérations conduiront à joindre OC, à mener HT pa- 
rallèle à OC, et à tirer OI. Si le poiui Ï ne tombe pas 
au delà de D, le problème est résolu : car le triangle 
OCI étant équivalent à OCH, le pentagone O ABCI 
est équivalent au quadrilatère OABH , Ct partant au 
triangle O A G. Si, comme dans la figure, le point [est 
situé au delà de D, on tirera O D ,; on né tises par le 
point I la parallèle IKàO D , et l’on joindra OK. Le 
point K se trouvant entre I) et E, la droite OK résout 
le problème. 

Remarquons que le problème pourrait être impos- 


_sible si le polygone proposé était concave. 


Fig. 195. 


Fig. 196. 


PROBLÈME V. 


409. Construire un carré qui soit equivalent à la 
somme de plusieurs carrès donnes. 

Pour additionner les deux premiers carrés, construi- 
sez un triangle rectangle O AB dont les deux côtés de 
l'angle droit soient égaux aux côtés & et à de ces carrés, 
et il est clair que le carré construit sur son hypoténuse 
AB sera la somme de ces deux-là. Pour additionner à 
cette somme le troisième carré, on élèvera au point B 
une perpendiculaire BG—c, on joindra AC, et le 
carré fait sur AC sera la somme des trois premiers 
carrés, et ainsi de suite. 


ProgrÈèmMe VL 


AAO. Construire un carré équivalent à la difje- 
rence de deux carres donnés. 

Construisez un triangle rectangle dont l’hypoténuse 
AO et un des côtés OB de l'angle droit soient égaux 
aux côtés & et à de ces deux carrés, et le carré construit 
sur le troisième côté AB de ce triangle résoudra le 
problème. 


Pro8LÈME VIL 


AAA. Étant donnés deux polygones semblables, 
construire un troisième polygone qui leur soit sem- 
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blable, et dont l'aire soit la somme ou la différence 
des aires de ces deux Pois zones. 

On cherchera le côté d'un carré qui soit égal à la 
somme ou à la différence des carrés faits sur deux côtés 
homologues des polygones donnés, et l’on aura le côté 
qui, dans le polygone demandé, doit être homologue 
à ces deux côtés-là , de sorte que le problème sera alors 
ramené à celui du n° 262. 


Pro8zeME VIIL 


AA. Construire un carré qui soit à un carre 
donné a* comme une ligne donnee m est à une autre 
ligne donnée n, c'est-à-dire qui soit tel qu’en repré- 
sentant son côté par æ, on ait la proportion 

MMA UTL ie I. 

Les carrés construits sur les côtés de l’angle droit 
d'un triangle rectangle étant proportionnels à leurs 
projections sur l'hypoténuse (392), je prends sur une 
droite indéfinie deux parties O M et ON respectivement Fig, 197. 
égales à 7 et à 2, je décris sur MN comme diamètre 
une demi-circonférence, j'élève au point O la perpen- 
diculaire OP sur MN, et je joins PM et PN, ce qui 
forme le triangle rectangle PMN. Si donc PN était 
égale au côté « du carré donné, PM serait le côté du 
carré demandé. S'il n’en est pas ainsi, Je prends sur 
PN, prolongé s'il est nécessaire, 14 partie ne 
(remarquez que dans la proportion demandée x° : a° 
m : n, le carré a* doit correspondre à la ligne #1) ne 
mène À X parallèle à MN, et je dis que la droite PX 
résout le problème. En effet, on a évidemment : 


PAR RAOUG: PMU EN, 
et par conséquent 

PX':a::PM':PN°. 
Mais le triangle rectangle PMN donne : 


PM :PN°:: MO ou m:NO ou»: 


Fig. 198. 


Fig. 199. 
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donc, à cause du rapport commun, 
PX':æ@::min, 

AAS. Si l’on demandait un carré qui fût une cer- 
taine fraction , par exemple les £ du carré a”, il est évi- 
dent que ce problème étant un cas particulier du pré- 
cédent, pourrait se résoudre de la même manière, en 
ayant soin seulement de prendre OM et ON égales 
respectivement à trois fois et à cinq fois une grandeur 
arbitraire; mais on arrivera plus directement au but de 
la manière suivante. 

On décrira une demi-circonférence sur OA, côté 
du carré donné; puis, ayant partagé ce côté en cin 
parties égales, on élèvera une perpendiculaire BX au 
troisième point B de division; on joindra OX, 
cette droite sera le côté du carré demandé. En effet, 
le carré d’une corde est au carré du diamètre comme 
la projection de cette corde est au diamètre (237 et 
393) : donc | 

OX’: O1’ ::0B:OA. 

Mais OB est les À de OA : donc aussi le carré con- 
struit sur OX est les + de celui fait sur OA. 

AA 4. Si le carré demandé devait être par exemple, 
les 3 du carré «*, on diviserait le côté OA de ce 
carré en trois parties égales; mais on le prolongerait 
d’une quantité AB égale à deux de ces parties, de 
sorte que OB étant il les 5 de OA — à, le carré 
fait sur OB sera les 2? du carré 4*. Si donc on Eher che, 
comme précédemment, le côté OX d’un carré qui sOIt 
les ? de celui construit sur OB, EE aura résolu Île a 
He car les & des 5 duc 2 
à de carré. 


PROBLÈME IX. 


AS. Trouver une droite x qui soit à une droite 
donnée a, comme un carré donne m° est à un autre 
carré donne n°, c’est-à-dire telle que l’on ait la pro- 
portion 


* 
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En s'appuyant toujours sur ce principe, que les 
carrés des côtés de l'angle droit d’un triangle rec- 
tangle sont proportionnels aux projections de ces 
côtés sur l'hypoténuse, on tracera deux droites à 
angles droits sur lesquelles on prendra des distances 
OM et ON respectivement égales aux côtés des carrés Fig. 200. 
donnés 7° et 2°; puis, joignant MN et abaissant du 
sommet O la perpendiculaire OP sur MN, on aura la 
proportion 

OM° ou »° : ON’ ou »° :: MP: NP. 

Si donc NP était égale à a, MP résoudrait le pro- 
blème. S'il n’en est pas ainsi, on prendra sur PN une 
distance PA = « (remarquez que, dans la proportion 
démandée , & doit correspondre à 2°); puis on mènera 
À À! parallèle à OP jusqu’à la rencontre de ON, et 
ensuite A’X parallèle à MN. Il est facile de voir que 
QX sera la ligne demandée. 

A6. Scnozxx. Si l’on demandait seulement le rap- 
port des deux carrés m° et n°, il n’y aurait qu'à cher- 
cher une troisième proportionnelle x aux deux côtés m2 
et z de ces carrés, et le rapport de 77 à x serait celui 
mème de 2° à n°, comme il est facile de le voir. 


PROBLÈME X. 


. AA7. Construire un polygone semblable au poly-Yig. 901. 
gone ABCDP, et dont l'aire soit à celle de ce polygone 
dans le rapport de deux droites donnees m et n. 

Puisque le polygone demandé doit être semblable à 

ABCDF, leurs aires seront proportionnelles aux 
carrés de leurs côtés homologues; mais comme, d’une 
autre part , ces aires doivent aussi être proportionnelles 
aux droites 72 et 7, on voit que les carrés de ces côtés 
homologues seront entre eux comme 72 est à 7 : ainsi, 
pour avoir le côté qui, dans le polygone demandé, sera 
homologue à AB, il faudra chercher le côté d’un carré 
qui soit au carré fait sur AB comme 72 est à 2. On 


Fig. 202. 
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pourrait résoudre ce problème par la construction 
donnée au n° 419 ; mais il sera plus simple d’imi- 
ter celle donnée au n° ÆAS ou #14. En consé- 
quence, on cherchera une quatrième proportionnelle 
AG aux trois lignes 2, m et AB; puis, ayant décrit 
une demi-circonférence sur la plus grande des deux 
lignes AG et AB, on élèvera à l'extrémité de la plus 
petite une perpendiculaire, et l’on tirera la corde AT : 
cette corde sera le côté du carré demandé. On la ra- 
battra donc en AB’ sur AB, etil ne s'agira plus que de 
construire sur AB un polygone semblable à ABCDF. 
Pour cela, on partagera le polygone A BCD F en trian- 
oles par de diagonales : issues du sommet À, si la chose 
est possible; puis on mènera successivement B'C", pa- 
rallèle à BC; C'D', parallèle à CD; D’F", parallèle à 
DF ; et le polygone A B'C'D'F" résoudra le problème : 
car d’abord il est semblable à ABCDF (254), ensuite 
leurs aires sont entre elles comme AB” est à AB”, 


par conséquent comme AG : AB, ou comme AM 
cr: AAA 71, 


PROBLEME XI. 
AS. Un polygone ABCDF étant donné, con- 


struire quatre polygones qui lui soient semblables, 
dont les aires soient proportionnelles à quatre lignes 
donnees m,n » Ps 9, et telles que leur somme soit 
coule à celle du polys one ABCDF. 

Partagez l’un quelconque AB des côtés du polygone 
en Hate AM, MN, NP, PB, proportionunelles aux 
quatre droites données #2, n, p, g; reportez les par- 
ties intermédiaires MN et NP de À en N'et en P’; 
puis, ayant décrit une demi-circonférence sur AB, 
élevez aux points M, N’, P’ et P des perpendiculaires 
MB", NB”, PB" et PB"sur AB, et joignez AB, AB”, 
AB”, PB". Ces cordes seront les côtés qui, dans les 
polygones demandés, seront homologues à A B : car les 
carrés dei ces cobdes sont proportionnels à leurs pro- 


Jectiqgs, AM,AN', AP'et BP,et par conséquent aux 
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lignes », #, p, g;et,la somme de ces projections 
étant AB, la somme de ces carrés sera AB” : donc 
aussi les aires des quatre polygones seront proportion 
nelles aux lignes #2, 2, p, q, et leur somme sera celle 
même du polyg one ABCDE. 


PROBLÈME XII 


A19. Transformer le polygone ABCD en un autre Fig. 203. 
qui soit semblable au polygone FGIKK.. 

Désignons, pour abréger, par P et Q les aires res- 
pectives de nos deux polygones, et par x le côté homo- 
logue à FG dans le polygone inconnu. Puisque ce po- 
lygone doit être semblable à FGIKL, on aura: 

Q:P::FG°: 472. 

Cela posé, on transformera les polygones Q et P 
chacun en un carré, et, en désignant par g et par p 
les côtés de ces carrés, la proportion précédente de- 
viendra : 

gps RG: 28 
de laquelle on tire (Arith., n° 255). 
MT G 2 

Ainsi, en cherchant une quatrième proportionnelle 
aux trois lignes connues g, p et FG, on aura le côté 
qui, dans le polygone demandé, doit être homologue 
à FG. Il sera facile ensuite de construire ce polygone. 

429. Corozzaire. Le problème que nous venors 
de résoudre donne le moyen de transformer un poly- 
gone irrégulier quelconque en un des polygones régu- 
liers que nous savons inscrire dans la circonférence : 

car il suffira évidemment de construire d’abord un po- 

lygone régulier qui ait le nombre de côtés demandé; 
puis de transformer le polygone irrégulier en un autre 
qui soit semblable au nouveau polygone. 


PROBLÈME XII. 
421... Partager le trapèze ABCD en deux parties Fig, 204. 
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proportionnelles à deux droites données p et q par 
une parallèle à ses bases. | 
Supposons que EF soit la parallèle demandée; et 
que lon ait æinsi 
AF-<EC ::p°0# 

on tire de cette proportion 

AC:AF::p +g:p. 
Cela posé, je prolonge les deux cotés AD et BC 
jusqu'à leur rencontre en O, et alors la similitude des 
deux triangles O AB et OEF donne la proportion 

OAB:OEF::AB°:EF", 
d’où F 

OAB:AF:: AB’: AB'— EF. 
On aura de la même manière 

OAB : AG::: AB: AB — DC: 
Cette proportion et la précédente ayant les mêmes 
antécédents, il en résulte 

AC: NF: APE DOLYAB REF, 
et par conséquent | | 

p+g:ip:: AB — DC’: AB — EF", 
proportion dans laquelle il n’y a que EF d’inconnue. 

Or, si l’on décrit une demi-circonférence sur AB 

comme diamètre, et que du point À, comme centre, 
avec DC et EF pour rayons, on trace les arcs qui 
coupent cette circonférence en G et en TI, on aura 
BG —= AB — DC'et BI — AB — EF"; mais si 


l’on projette les points G et I en K et en L sur le dia- 


mètre À B, la propriété du n° 393 nous donnera 
BG’ : BI° :: BK : BL; 
donc 
p+g:p::BK:BL. 
Ainsi BL est une quatrième proportionnelle aux li- 
gnes p + g, p et BK ; on construira donc cette ligne, 
puis on élèvera au point L une perpendiculaire LI sur 
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AB, et il ne s'agira plus que de tirer une parallèle EF 
à AB qui soit égale à AT, ce qui est facile. 
A2, Scenorte. Si l’on voulait partager le trapèze en 


- parties équivalentes, par exemple, par des parallèles à 


ses bases, on observerait que AF, AF", AF"... étant 
€ le +, 2,5 le AC, il suffirai 

respectivement 1e +, &, ++. de ; Il Suiirait, pour 
résoudre le problème, de partager BK en cinq parties 
égales, d'élever des perpendiculaires à cette droite par 
les points de division, et de tirer des parallèles à AB 
qui soient égales aux cordes respectives AT, Al, 


APE! 
PROBLÈME XIV. 


95. Construire un rectangle équivalent à un 
carré donné m°, et tel que la somme ou la difference 
de ses deux côtes adjacents soit égale à une ligne 
donnee a. 

4° La droite 72 doit être moyenne proportionnelle 
entre les deux dimensions du rectangle demandé, et 
comme la somme de ces deux dimensions est &, on 
pourra regarder #7 comme la perpendiculaire abaissée 
d’un point d’une circonférence sur un diamètre et les 
deux côtés contigus du rectangle comme les segments 
de ce diamètre, qui sera ainsi égal à’ a. En consé- 
quence, on décrira une demi-circonférence sur une 


Fig. 205. 


droite OA = a, on élèvera au point O une perpendi- Fig. 206. 


culaire OM = 7» sur le diamètre OA, et en menant 
paï son extrémité M une parallèle MX X’ à OA; puis, 
abaissant du point X, où elle coupe la circonférence, 
une perpendiculaire BX sur ce diamètre, on détermi- 
nera deux segments OB et BA, qui seront les deux 
dimensions du rectangle demandé, car on a BX° — 
OB.BA. 

2° La droite 72 doit être moyenne proportionnelle 
entre les deux dimensions du rectangle demandé, et 
comme la différence de ces deux dimensions doit être 
a; on pourra regarder 7» et le plus grand des côtés de 
ce rectangle comme une tangente et une sécante 1s- 


Fe 
RYUI 1 
De ee 
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sues d’un même point, et le plus petit côté comme la 
partie supérieure de cette sécante, de sorte que la 
corde qu'elle laisse dans la circonférence est égale à &. 


Fig. 207. En conséquence, à l'extrémité M d’une droite OM», 


Fig. 208. 


/ . . Œ , 
on élèvera une perpendiculaire M A — Si du point À 


comme centre, etavec AM pour rayon on décrira une 
circonférence, et, en tirant par le centre A et le point 
O une sécante OA X., cette droite sera le plus grand 
côté du rectangle demandé, et la partie extérieure O X’ 
en sera le plus petit. En effet, on. voit d’abord que la 
différence des deux droites OX et OX’ est XX'=— a; 
ensuite que OM’ — OX.OX’ (2929). 


ProBLèME XV. 


AA. Étant données trois droites BB”, BC et C’C”, 
telles que la seconde coupe les deux autres, mener 
une droite MN parallèle 2 BC, de maniere que 
l’aire du trapèze BN soit égale à celle d’un carré 
donné m°. 

Je cherche une troisième proportionnelle aux deux 


lignes = et 2, et je mène à BC une parallèle DK 
qui en soit distante d’une quantité égale à cette troi- 
sième proportionnelle. Il est clair que le triangle BDC 
est équivalent au carré 7R°?. 

Cela posé, puique le trapèze BN est supposé équi- 
valent au triangle BDC, les deux triangles MDC et 
MNC sont nécessairement équivalents : done DAN est 
parallèle à MC; et, comme MN l’est déjà à BC, nous 
aurons celte suite de rapports égaux : 


BC:MN::AC:AN::AM:AD::MN:DXK. 
Ainsi l’on aura MN en prenant une moyenne pro— 
portionnelle entre BC et DK, et il ne s'agira plus que 
d'inscrire entre BB" et CC” une droite qui soit égale 


à cette moyenne proportionnelle et parallèle à BC. 
A3. PROBLÈMES A RÉSOUDRE. À° Inscrire dans 
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un carré donné un carré dont le coté soit egal à une 
droite donnee m. 

do Kyant donnes un cercle et une droite inde- 
Jinie, mener par l’extremüe d’un diamètre perpen- 
diculaire à cette droite une secante telle que la partie 
comprise entre le cercle et la droite soit egale à une 
droite donnee m. 

93° Trouver dans l’intérieur d'un triangle un 
point tel qu’en le joignant à ses trois Pape les 
aires des trois triangles ainsi formés soient propor- 
tionnelles à trois PRES donnees. 

4° Trouver le lieu de tous les points d'un plan 
qui sont également éclairés par deux lumières, dont la 
position est connue et dont les intensites sont Pro- 
portionnelles a deux droites données p et q, sachant 
d’ailleurs que les intensites d’une meme lumière, à 
des distances d ifférentes, sont réciproquement pro 
portionnelles aux carres de ces distances. 

5° Par deux points donnes sur une circonfé- 
rence mener deux cordes parallèles, de maniere que 
le trapèze dont elles seront les bases soit equivalent à 
un carré donné. 

G° Étant données deux circonférences concen- 
tiques et un diamètre commun, tirer dans la plus 
grande une corde qui fasse avec ce diamètre un an- 
gle donné et qui soit divisée par la plus petile cir- 
RARE en parties proportionnelles à des droites 


donnees. 


Fig, 209. 
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LIVRE VI. 
DES SURFACES PLANES INDÉFINIES. 


CHAPITRE PREMIER. 


DES PLANS ET DES LIGNES DROITES. 


426. Nous avons vu qu'un plan est déterminé par 
la condition de passer par trois points qui ne sont pas 
en ligne droite, ou par deux droites qui se coupent ; il 
l'est encore quand il doit passer par deux droites pa- 
rallèles : ainsi 


THÉORÈME Î. 


Deux droites parullèles déterminent un plan. 

En effet, on pourra toujours mener un plan par 
deux parallèles données, puisque, d’après la définition 
du n° 62, ces deux droites sont dans un même plan. 


En second lieu, on ne pourra en mener qu’un, sans 


quoi, en prenant deux points sur l’une et un sur l’au- 
tre droite, on aurait deux plans distincts passant par 
ces trois points qui ne sont pas en ligne droite. 
497. CoroLLarrE 1. Par un point À donné dans 
l’espace, on ne peut mener qu’une seule parallèle 7 
une droite donnée BC. En effet, si par le point A et 
la droite BC on mène un plan MN, on pourra tracer 
dans ce plan et par ce point une parallèle AD à cette 
droite : or, si l’on pouvait en mener une seconde AF, 
le plan déterminé par les deux parallèles AF et BC 
coïnciderait avec le plan MN (48) : donc on aurait par 
le point À, et dans ce plan, deux parallèles AF et AD 


‘SA memedrole BC, ce qui est impossible (6). 
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428. CorocLaiREe 1. Siune droite AB-glisse sur 
une autre GB en restant constamment parallèle à 
elle-même, elle engendrera un plan, sans quoi on 
pourrait mener par chacun des points de CB deux pa- 
rallèles à AB : l’une tracée dans le plan ABC, et l’autre 
qui serait la droite mobile arrivée en ce point. 


TaécrèMe Il 


429. Si une droite AO est perpendiculaire 4 deux Fig. 210. 


autres droites BC et DF menées par sh PIED dans le 
plan MN, c'est-à-dire par le point où elle perce ce 
plan, elie sera perpendiculaire à toute autre droite 
GI menée par son pied dans ce plan (*). 

Par deux points quelconques B et D, pris sur les 
côtés de l’angle BOD, dans lequel est Re la droite 
OG, tirons la ligne BD, qui coupe IG en G; puis pro- 
longeons AO d’une quantité OA'—OA, et joignons 
les points A et A” successivement avec chacun des trois 
points B, G, D. La droite OB étant ainsi perpendicu- 
laire sur le milieu de A A’, les distances B À et B A’ sont 
égales (55). Par la même raison AD — D A": donc les 
triangles ABD et A’BD sont égaux (467); donc l’an- 
gle ABD est égal à son Hbhioldeue À! BD; par consé- 
quent les triangles ABG et À’ BG sont égaux (459); 
donc le coté AG est égal à son homologue À’G; donc, 
si par le milieu O de À A’ on élève dans le plan AGA' 
une perpendiculaire à cette droite, elle passera par le 
point G(59); donc elle aura deux points communs avec 
OG ; donc elle coïncidera avec elle; done OG est per- 
pendiculaire sur A A”, 

450. On appelle PERPENDICULAIRE A UN PLAN une 


(*) La légitimité de cette hypothèse devient évidente en ob- 
servant que l’on peut toujours tracer dans un premier plan 
conduit suivant À O une perpendiculaire au point O de cette 


droite, et répéter la même construction dans un second plan 


mené par AO. Il ne s'agira plus alors que de faire passer un 
plan par ces deux perpendiculaires. 
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droite qui est perpendiculaire à toutes les droites 
que l’on peut mener, par son pied, dans ce plan. 
Réciproquement, le plan est dit perpendiculaire à la 
droite. 

A5. Il suit du théorème précédent que, pour s’as- 
surer qu'une droite et un plan sont perpendiculaires 
entre eux, il suffit de vérifier que la droite est per- 
pendiculaire à deux droites menées par son pied dans 
ce plan. 


Taéorème III. 


43%. Si trois droites BO, GO et DO sont perpen- 
diculaires sur une même droite À A" et au même potnt 
O, ces trois droites seront dans un même plan per- 
pendiculaire a cette droite À A”. 

Je dis, en effet, que si nous menons un plan par les 
deux premières droites BO et GO, la troisième DO 
sera dans ce plan : car si elle n'y est pas, conduisons 
un plan par les deux droites À A’et DO, et soit D'O 
sa trace (*) sur le plan BOG:; la droite A A” sera per- 
pendiculaire sur D'O (429), et nous aurons ainsi dans 
Je plan AOD deux perpendiculaires DO et D'O sur la 
droile A A", et au même point O, ce qui ne se peut : 
donc D O est dans le plan BOG perpendiculaire à AA”; 
donc, etc. 

ASS. CororraIRE. Le lieu geométrique de toutes 
Les  perpendiculaires élevées sur une droite par un 
méme point, est un plan perpendiculaire & cette 
droite. 


THÉORÈME IV. 


ASA. Par un point donne on peut toujours mener 
une perpendiculaire à a un plan, mais on ne peut en 
tirer qu une. 


(*) L'intersection d’un plan par un autre plan, ou par une 
droite, se nomme la trace de ce second plan ou de cette droite 
sur le premicr. 
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Il peut se présenter deux cas, suivant que Île point 
donné est situé sur le plan ou hors du plan. 

4% cas. Soit O un point donné sur le plan MN : je Fig. 211. 
tire une droite quelconque BC dans ce plan; du point 
O j'abaisse la perpendiculaire OD sur cette droite, et 
par son pied D je mène une perpendiculaire quel- 
conque DA à BC; je dis enfin que si on élève par îe 
point O et dans le plan OD A une perpendiculaire OA 
à OD, cette droite OA sera perpendiculaire au plan 
MAN. Pour le démontrer, je prolonge OA d’une quan- 
tité OA" = OA, je joins un point quelconque G de 
BC avec A,0 et A’, et je tire A’D. Puisque DO est 
perpendiculaire sur le milieu de À A”, AD — AD, et 
comme BC est perpendiculaire aux deux droites D À 
et DO, elle l'est à leur plan, et par conséquent à A'D; 
les triangles rectangles ADC et A’DC ont donc un 
angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à 
chacun, et ainsi AC — AC; donc OC est perpendi- 
culaire sur AA” (68); donc cette droite étant perpen- 
diculaire aux deux droites OD et OC qui passent par 
son pied dans le plan MN, est perpendiculaire à ce 
plan. 

2° cas. Soit À un point donné hors du plan MN. 
J’abaisse la perpendiculaire AD sur une droite quel- 
conque BC, tirée dans ce plan; puis par son pied D je 
mène dans le plan MN la perpendiculaire DO sur BG, 
et je dis que la perpendiculaire AO abaissée de A sur 
OD sera perpendiculaire au plan MN. 

Répétez la démonstration précédente. 

Il est évident que, par un même point, on ne peut 
tirer qu'une seule perpendiculaire au plan MN ; car sil 
était possible d'en mener deux, la trace de leur plan 
sur MN serait une perpendiculaire commune à ces 
deux droites (429), ce qui est absurde (30). 

A53. On appelle op11iQuE à un plan toute droite 
qui rencontre ce plan sans lui étre perpendiculaire. 


Te 
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THÉORÈME V. 


Fig. 212. 56. Si une perpendiculaire OA, et differentes 
obliques AB, AC, AD, & un plan MN » partent d'un 
méme point À, 1° la perpendiculaire AO est plus | 

courte que joute oblique ; 2° les obliques AB et AG 
qui s’écartent également du pied de la perpendicu- 
laire, sont égales ; 9° de deux obliques AG et AD, Ë 
celle AD qui s’en écarte le plus est la plus longue. « 
4° La perpendiculaire OA est RIÈe petite que l’ oblique | 
AB, en vertu du théorème du n° 52. 
2° Les obliques AB et AC sont égales; car elles sont 
les hypoténuses de deux triangles rectangles égaux 
AOB et AOC (459 
9° L “oblique AD est plus grande que AG; car si l’on 
prend OC’ = OC et que lon joigne AC, cette obli- 
que sera égale à AC; mais puisque, par hypothèse, 
OD > OC, l’oblique AD >> AC”, c’est-à-dire que AC. 
AST. COROLLAIRE L. Réciproquement , st deux obli- 
ques & un plan partent d’un méme point et qu'elles 
soient égales, elles s’ecarteront également du pied 
de la pe pendiculaire abaissee de ce point sur ce plan, 
et, si elles sont inègales, c’est la plus longue qui 
s’en écartera le plus. 
438. CoroLraIRE 11. La distance d’un point à un 
plan a pour mesure la perpendiculaire abuissee de 
ce point sur ce plan. 


TuéoriME VI. 


Fig. 211. 439. Si du pied d’une perpendiculaire AO à un 
plan MN, on abaisse une perpendiculaire OD sur 
une De BC éracee dans ce plan, et qu’on joigne 
le pied de cette seconde perpendiculaire avec un 
point quelconque À de la première, la droite de 
jonction AD sera perpendiculaire à la droite BC du 
plan. | 

Prenons, en effet, sur BG les deux distances égales 


DB ct DC, et joiguons OB et OC, AB ct AC. On 
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aura évidemment OB = OC (55), et par conséquent 
AB — AC (456) : donc, si l’on élève par le point D 
et dans le plan BAC une perpendiculaire sur BC, elle 
ira passer par le point À, et coïncidera ainsi avec AD, 
done AD est précisément cette perpendiculaire. 

ÂAQ. Scuoute. Les deux droites BC et AO ne se 
rencontrent évidemment pas, et cependant elles ne sont 
point parallèles : car, pour qu’elles le fussent, il fau- 
drait encore qu’elles se trouvassent dans un même 
plan (62), lequel coïnciderait avec le plan MN, de 
sorte que la droite AO serait tout entière dans MN, 
ce qui n’est pas. Ainsi, de ce que deux droites ne se 
rencontrent pas dans l’espace, il faut bien se garder 
de conclure qu’elles sont parallèles. 


TaéorèmMe VII 


AAA. Deux perpendiculaires AB et CD a un méme Fig. 213. 
plan MN sont parallèles. | 

En effet, les deux droites AB et CD sont perpendi- 
culaires à la droite BD qui joint leurs pieds : il suffit 
donc de prouver qu'elles sont dans un même plan. Pour 
y parvenir, j'élève au point D sur BD, et dans le plan 
MN, la perpendiculaire FG, et je joins AD : cette 
ligne sera perpendiculaire à FG (439); mais déjà CD 
est perpendiculaire à FG (430) : donc les droites BD, 
A D et CD sont dans un même plan (432); et, comme 
AB est aussi dans ce plan (46), le théorème se trouve 
démontré. | 


TaéorèMmMEe VIII. 


442. Réciproquement, s deux droites AB, CD, 
sont parallèles, et que l’une d’elles AB soit perpen- 
diculaire à un plan MN, l’autre CD le sera aussi. 

En effet, s'il n’en est pas ainsi, on pourra mener 
par l’un des points de CD une perpendiculaire au plan 
MN, laquelle sera parallèle à AB. On aura donc par 
un même point deux parallèles à une même droite AB, 


ce qui ne se peut (427). 


Fig. 214. 
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A3. CororraIRE 1. Deux droites parallèles à une 
troisième dans l’espace sont parallèles : car, si l'on 
mène un plan perpendiculaire à cette troisième , 1l le 
sera aux deux autres (442), qui ainsi seront paral- 
lèles (441). 

AA/L CoRoLrAIRE 11. S2 deux droites AB, CD, 
sont parallèles , et que par ces droites on mène deux 
plans AE et CE gui se coupent, leur commune in- 
tersection F E sera parallèle à ces droites. 

En effet, si par un point quelconque de FE on 
mène une parallèle à AB, elle le sera aussi à CD : 
donc elle devra se trouver à la fois dans les deux plans 
AE et CE (427); donc elle coïncidera avec leur in- 
tersection F E. 

445. Scnozie. Remarquons que chacune des deux 
droites À B et CD est parallele à tout plan conduit par 
l’autre, c'est-à-dire qu'elle ne peut rencontrer ce plan : 
car, ces droites étant tout entières dans le plan ABCD, 
AB, par exemple, ne pourra rencontrer un plan mené 
suivant CD qu'autant qu’elle rencontrera l’intersec- 
tion de ce plan avec ABCD, c’est-à-dire CD, ce qui 
ne se peut. Ainsi oute droile parallèle à une droite 
tracée dans un plan est parallèle à ce plan. 

446. On appelle PROJECTION d’un POINT sur un 
plan le pied de la perpendiculaire abaissée de ce 
point sur ce plan. Cette projection est unique(454). 

447. On appelle projection d'une x1GNE sur un 
plan le lieu des pieds de toutes les perpendiculaires 
abaissees des differents points de cette ligne sur ce 
plan, que l’on nomme LE PLAN DE PROJECTION. 

4/8. Il suit de cette définition, que /a propection 
d’une ligne droite sur un plan est une digne droite : 
car le lieu des perpendiculaires abaissées de ses dif 
férents points sur ce plan est un plan (AAA et 428). 
Or, deux points suffisent pour déterminer une droite : 
donc il suffira, pour déterminer la projection d’une 
droite, de joindre les projections de deux quelconques 
de ses points, ou, micux encore, de joindre sa trace 
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sur le plan donné avec la projection de l’un quelconque 
de ses points, 

A9. On appelle PLAN PROIETANT d'une droite le 
lieu des perpendiculatres abaissées de ses différents 
points sur le plan de projection. 


TukorimME IX. 


450. Deux plans MN, PQ, perpendiculaires a Fig. 215. 


une méme droite AB, sont parallèles, c’est-à-dire qu'ils 
ne peuvent pes se rencontrer, 

En effet, s'ils pouvaient se rencontrer, en joignant 
un point quelconque O de leur intersection avec les 
traces de la droite AB sur ces plans, les droites O A et 
OB seraient tout entières dans les plans respectifs MN 
et PQ, et par conséquent perpendiculaires à AB, ce 
qui ne se peut. 


TaHéorèiMEe X. 


ASA. Les intersections de deux plans parallèles 
par un {roisième, sont parallèles. 

Car ces intersections ne peuvent se rencontrer, puis- 
qu'elles sont tout entières dans deux plans parallèles ; 
d’ailleurs elles sont dans un même plan : donc elles sont 


parallèles (62). 
TaéorÈme XL. 


A2. Si deux plans MN, PQ sont parallèles, toute 
perpendiculaire AB élevee sur l’un d'eux MN, l’est 
aussi sur l’autre PQ. 

D'abord la droite AB rencontrera le plan PQ : car 
si, par un point quelconque G de PQ, et par la droite 
AB, on mène un plan, ses traces CD et FG sur MN 
et sur PQ, seront parallèles : done AB, qui rencontre 
la première, rencontrera aussi la seconde (64), et par- 
tant le plan PQ; de plus AB sera perpendiculaire à 
FG, puisqu'elle l'est, par hypothèse, à CD : donc, 
élant perpendiculaire à zoute droite menée par son pied 
dans le plan PQ, elle le sera à ce plan. 


Fig. 216. 
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453. ScHorrr. Puisque toute droite qui coupe le 
plan MN rencontre aussi le plan parallèle PQ, on voit 
que toutes les parallèles que l’on peut mener au plan : 
PQ par un point quelconque de M N, sont situées dans 
ce dernier plan. Ainsi le lieu de toutes les ; parallèles 
que l’on peut mener par un point donné à un même 
plan, est un second plan parallèle & a celui-ci. 

AS4. Cororraine. Parun point donné on ne peut 
mener qu'un mt plan parallèle à un autre. 


Taéorème XIL 


455. Les parties AB, GD de deux parallèles com- 
prises entre deux plans parallèles MN,PQ, sont 
égales. 

Car, si l’on mène un plan par ces deux parallèles, ses 
traces AD et BG, sur nos deux plans, seront parallè- 
les (45) : donc À BE —= GD (475). 

456. CoroLLAIRE 1. Deux plans parallèles sont 
partout équidistants : car les perpendiculaires abais- 
sées de deux points quelconques de lun sur l'autre 
sont parallèles (ÆÆ1A), et par conséquent égales. 

457. CororraiRe 11. Les parallèles comprises en- 
tre une droite et un plan parallèle sont egales. 


TaéorèmEe XII 


A58. St deux angles B et B' ont leurs côtés paral- 
ue 4° Zeurs plans seront parallèles; 2° ils seront 

aux si les cotés parallèles sont diriges dans le 
née sens où en sens directement contraires ; JUL 
seront supplèmen tail es st, deux cotés parallèles élant 
. dirigés dans le même sens, les deux autres le sont 
en sens OPposes. 

4° Si le plan ABC n’est pas parallèle à A°B"C', nous 
pourrons mener par le point B un plan parallèle à 
A'B°C", lequel ne pourra passer à la fois par les deux 
droites AB et BC, sans quoi il coïnciderait avec ABC. 
Supposons donc qu'il ne soit pas dirigé suivant BA, 
et soit BM sa trace sur le plan AB A'B'. Cette trace 
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sera parallèle à A'B'(AS1), et ainsi on aura par le 
point B deux parallèles AB et BM à cette droite, ce 
qui ne se peut: donc le plan ABC est parallèle à 
A'B'C. 

2° Supposons que les angles B et B’ aient leurs côtés 
dirigés dans le même sens. Prenons BA— B'A", BC 
— B'C'; joignons AC, A’C', BB’, AA’ et CC’. Ces 
deux dernières sont égales et parallèles à BB’ (178), et 
par conséquent égales et parallèles entre elles : donc 
le quadrilatère AC est un parallélogramme, et ainsi 
AC— A'C'; par conséquent les triangles ABC et A'B'C' 
sont équilatéraux entre eux; donc leurs angles homo- 
logues B et B° sont égaux. 

Les deux autres cas se démontrent comme aux n° 74 
et 72. 

459. CororLaiRe. Si deux droites sont parallè- 
les, leurs projections sur un même plan sont paral- 
leles (A5). 

La réciproque n’est pas vraie; seulement on peut 
conclure que si les projections de deux droites sur un 
méme plan sont parallèles, leurs plans projetants 
sont parallèles : car ces plans sont déterminés par ces 
projections et par les perpendiculaires élevées par un 
point de chacune d’elles sur le plan de projection. 

D'où l’on voit que deux droites sont parallèles quand 
leurs projections sur deux plans qui se cotipent sont 
parallèles : car les deux plans projetants de l’une sont 
parallèles aux deux plans projetants de l’autre; et il 
est évident que si deux plans parallèles sont coupés 
par deux autres plans parallèles, les quatre droites qui 
résultent de leurs intersections sont parallèles ; or, de 
ces quatre intersections, deux sont les droites pro- 
posées. 

AGO. Scnorix. Le théorème du n° 296 est vrai 
pour deux angles situés dans l’espace. 


TaéorÈèMe XIV. 
AG1. Trois plans parallèles MN, PQ, RS, cou- Fig. 217. 
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pent deuxrdroites quelconques AC, A°C', en parties 
proportionnelles, c’est-à-dire que l’on aura la proportion 
AB:BC::A'B :B C'. 

Pour le démontrer, je mène par le point A une pa- 
rallèle AL à AC, et il est clair.que les parties AD et 
DE de cette droite seront respectivement égales à AB 
ct à BC’ (455). Or, si l’on conduit un plan par AC et 
par AE, ses traces BD et CE, sur les plans PQ et RS, 
seront parallèles, et on aura par conséquent 

ADR AND:DE, 
ou, Ce qui revient au même, | 
AB:BC::A'B':B'C". 

AG2. Scnozre. La récigroque de cette proposition 
n'est pas vraie : car deux points ne suffisent pas pour 
déterminer un plan; toutefois, on ne peut faire passer 
par les points homologues À et A’, B et B', Get C’ qu'un 
seul système de trois plans parallèles. Menons en effet 
par le point À une parallèle à A’C' et prenons sur cette 
droite des parties AD — A'B' et DE — B'C, les trois 
droites AA’, DB' et EC' seront parallèles (478) et les 
deux droites BD et GE le seront aussi, puisqu'elles di- 
visent AC et AE en parties proportionnelles. Donc 
le plan BDB’ sera parallèle à CEC'(488) et à celui 
qui passera par AA et la parallèle AF à BD. Mais on 
voit qu'il n’y a que ce système de trois plans parallèles 
qui puisse passer par les points À et A, Bet B', Cet C': 
car le plan moyen devant couper AE dans le même 
rapport que AG et que AC, passe nécessairement par 
le point D, et coïncide ainsi avec BDB. 

463. Cororzaire 1 Deux plans parallèles coupent 
un système de droites issues du même point en parties 
proportionnelles. 

AG4. CororLaime 11. Si l’on partage en parties 
vroportionnelles plusieurs droites issues du meme 
point et terminées au même plan, les points de‘di- 
vision se trouveront dans un même plan parallèle à 
celui-ci, | 
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ProgLèMEe I. 


AG5. Par un point donné mener une perpendicu- 
laire à un plan donné MN. 
Il y a deux cas à considérer selon que le point donné 
sera situé hors du plan MN ou sur ce plan. 
4% cas. Soit A le point donné hors du plan MN : Fig. 212. 
répétez la construction indiquée au deuxième cas du 
n° 45/,ou mieux, marquez sur le plan MN trois points 
B, C, D équidistants de À, et joignez ce point À avec 
le centre du cercle déterminé par les trois points B, 
C, D (437). 
2° cas. Soit O le point donné sur le plan MN : ré- Fig. 211. 
étez la construction indiquée au premier cas du 
n° AS, ou bien menez par le point O une parallèle à 
une perpendiculaire abaissée sur le plan MN. 


PROBLÈME II. 


A6GG. D'un point donne À abaisser une perpendi- 
culaire sur une droite BG situce dans le plan MN. 

Abaissez du point À une perpendiculaire AO sur le 
plan MN, puis du point O üne perpendiculaire sur BC 
et joignez le pied D de celle-ci avec le point À (459). 


Prorzème II. 


67. Trouver la plus courte distance de deux Fig. 218. 


droites AB, CD, qui ne sont pas siluees dans un 
méme plan. 

Cette plus courte distance de deux droites AB et CD 
est évidemment une ligne droite (8): de plus elle est 
perpendiculaire aux deux droites AB et CD: car si 
elle était oblique sur A B, par exemple, elle serait plus 
longue que la perpendiculaire abaissée sur AB du point 
où elle coupe CD, ce qui ne se peut. Il s’agit donc de 
mener une perpendiculaire commune aux deux droites 
AB et CD. 

Pour cela, je mène, par un point quelconque de CD, 
une parallèle GF à AB; et, d’un point quelconque B de 


Fig. 219, 
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celle-ci, j’abaisse la perpendiculaire BG sur le plan de 
l'angle FCD; par le point G je tire GT parallèle à CF, 
et par conséquent à AB; et, par le point I, IK paral- 
lèle à BG. Cette droite IK est perpendiculaire aux 
deux droites AB et CD: car elle est perpendiculaire 
au plan FCD, puisquelle est parallèle à BG (442); 
donc elle est perpendiculaire à CD et à IG, et partant 
à AB. 1e 

Je dis maintenant que le problème n’admet qu'une 
solution. Supposons, en effet, que l’on puisse mener 
une seconde perpendiculaire MN aux deux droites AB 
et CD. Si par le point N on tire la parallèle NE à AB, 
MN sera perpendiculaire sur NE, et partant au plan 
FC D : donc elle sera dans le plan ABGI, qui est le 
lieu de toutes les perpendiculaires abaissées des dif- 
férents points de AB sur le plan FCD (449): donc 
elle devra rencontrer CD au point I, ce qui est ab- 
surde (30); donc KI est la seule perpendiculaire que 
l’on puisse'mener à la fois sur AB et sur CD. 

68. Scorir. Les deux droites AB et CD, qui ne 
se rencontrent pas, ont cependant, l’une à l'égard de 
l’autre, une certaine é2clnaison que l’on mesure par 
l'angle que font entre elles deux parallèles menées à 
chacune de ces droites par un même point de l’espace, 
ou, plus simplement, par l'angle que forme l’une d'elles 
avec une parallèle menée à l’autre par l’un de ses 
points. Ainsi l’angle FCD est la mesure de inclinaison 
des deux droites AB et CD. 

A69. Quant à l’2clinaison d'une droite AB sur un 
plan MN, on doit évidemment prendre pour sa mesure 
le plus petit des angles qu’elle forme avec les différentes 
droites que l’on peut mener dans ce plan par le point B, 
où elle le perce. Or, cet angle minimum est celui même 
que la droite dont il s'agit fait avec sa projection sur 
ce plan. En effet, pour avoir la projection de AB sur 
MN, j'abaisse de l’un quelconque de ses points une 
perpendiculaire AO sur cc plan, et je joins BO (448). 
Cela posé, soit BC une droite quelconque menée par 
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le point B dans le plan MN. Je prends BC —BO et 
je joins AC. Les deux triangles ABO et ABC ont le 
côté commun AB, le côté BO — BC, et le troisième 
côté AO du premier est plus petit que le troisième côté 
AC du second : donc l'angle ABO est plus petit que 
ABC(465); donc | 

L’incrinaison d’une droite sur un plan & pour 
mesure l'angle qu’elle fait avec sa projection sur ce 

lan. 

470. Pronrèmes À rRÉsouDRE. 4° Quel est le lieu de 
tous les points equidistants de deux points donnes ? 

2° Quel est le lieu de deux points équidistants 
d’urte circonference donnée ? 

3° Démontrer que tout plan parallèle à deux cotes 
opposés d’un quadrilatère cAvcuE (*) coupe les deux 
autres côtés en parties proportionnelles, et que réci- 
proguement toute droite qui coupe en parties propor- 
tionnelles deux cotes opposes d’un quadrilatère gau- 
che est dans un plan parallèle aux deux autres cotés ? 

4° Prouver que deux droites parallèles sont égale- 
ment tnclinées sur un mème plan. 


AVAST ILE L LE LIL LL RE VUS LVL LV R LALLE RL LES VAR LU LR LL R OUR VER VUE LAS LES DUR 


CHAPITRE IL. 
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A7A. On appelle ANcGxe niïpre la portion inde- 
finie de l’espace comprise entre deux plans qui se 
coupent, et sont terminés à leur ligne d’intersection. 
Cette droite se nomme l’aréte de l'angle dièdre, et les 
deux plans qui le comprennent en sont les faces. Ainsi, 
la droite BC est l’arête de l'angle dièdre ABCD, et les 
plans AC et BD en sont les faces. On désigne, comme on 
voit, un angle dièdre par guatre lettres, dont les deux 
extrêmes indiquent des points quelconques de ses faces, 


(*) On appelle ainsi un quadrilatère dont les quatre côtés ne 
sont pas dans un même plan, 


« 


Fig. 220, 
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_et dont Îles deux moyennes appartiennent à l’arête. 
Quelquefois même on dénomme un angle dièdre seu- 
lement par les deux lettres placées sur l’arête; mais il 
faut, pour cela, que cette arête ne soit pas commune 
à d’autres angles dièdres. Ainsi, dans la figure 249 on : 
dira très-bien l'angle dièdre BC pour désigner l’angle 
forme par les deux plans A C et BD. 

472. Si par un point quelconque G de l’arête de lan- 
gle dièdre BC on mène dans chacune de ses faces les 
perpendiculaires GF et GI à cette arête, elles formeront 
un angle FGT, que l’on nomme /’angle rectiligne cor- 
respondant à l'angle dièdre BC, et cet angle est le 
même, quelle que soit la position de son sommet G sur 
l’arête. On voit en effet que, si l’on fait la même con- 
struction pour tout autre point L de cette arête, l’an- 
gle KLO sera égal à FGI, puisqi’ils auront leurs côtés 
parallèles et dirigés dans le même sens. 


TarorèMEe [L 


473. Deux anoles dièdres BG et B'C' sont ésaux 
lorsque leurs angles rectilignes correspondants YGX 
et F'GT sont eux-mémes égaux. 

En effet, on pourra superposer les deux angles égaux 
FGIlet FGT de manière qu'ils coïncident parfaite- 
ment, et alors les arêtes BC et B'C, qui sont respecti- 
vement perpendiculaires aux plans de ces angles (434), 
coïncideront (45/4); les deux droites F'G' et B C' étant, 
ainsi placées sur FG et sur BC, le plan A’C' se con- 
fondra avec le plan AC; il en sera de même du plan 
B'D' à l'égard de BD, et par conséquent les deux angles 
dièdres BC et B°C” coïincideront : done ils sont égaux. 

THÉORÈME IL 

474. Réciproquement, si deux angles dièdres BG 
et BC sont égaux, leurs angles rectilignes correspon- 
dants FGX et F G'T seront aussi egaux. 

On pourra placer, en effet, ces deux angles dièdres 
de manière qu'ils se recouvrent parfaitemont, et que le 
point G' soit sur G. Mais alors les perpendiculaires F Get 


lé 
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FG aux arêtes BC’ et BC, coïncideront. Il en sera de 
même des droites G'L' et GI, de sorte que lPangle 
F'G!1' se confondra avec FGI : donc ces angles sont 
égaux. 

A75. Un plan AB esf PERPENDICULAIRE sur un Fig. 291. 
autre MN lorsqu'il forme avec lui deux angles diè- 
dres adjacents égaux ACBM et ABCN. O2 dit alors 
que.ces angles dièdres sont brortrs. 


TaéorèMEe IIL. 


76. L’angle rectiligne correspondant à un angle 
dièdre droit, est aussi droit. 

On voit en effet que, si par le point G on mène 
dans les plans MN et AB les perpendiculaires IK ct 
FG à larête BC, les angles rectilignes FGI et FGK, 
correspondants aux angles dièdres égaux ACBM ct 
ABCN, seront égaux, et par conséquent droits, 


THÉOREME IV. 


477. Réciproquement, st l’angle rectiligne FGI, 
COITE. spondant à l’angle dièdre ACBM , est droût , cet 
angle dièdre sera aussi droit. 

Car l'angle FGK , adjacent à FGI, sera droit ; donc 
les deux angles dièdres ACBM et ABCN, qui leur cor- 
respondent, sont égaux, et sont par conséquent droits. 

478. Cororraire. Tout plan AB conduit suivant 
une perpendic ulaire FG à un autre plan MN, est 
perpendiculaire & celui-ci. 


THéorèME V. 


479. Si deux plans AB et MN sont perpendicu- 
laires entre eux, et que l’on mène dans le premier 
une perpendiculaire F G à leur trtersection BC, cette 
droite sera perpendiculaire au second. 

Élevons, en effet, dans le plan MN la perpendicu- 
aire GK sur l intersection BC ; l'angle FGK sera le rec- 
tiligne correspondant à l'angle dièdre ABCN, et scra 
par conséquent droit ; donc la ligne FG, perpendiculaire 
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aux deux droites BC et GK, menées par son pied dans 
le plan MN, sera perpendiculaire à ce plan. 


THéoRÈME VI. 


A80. Réciproquement, si deux plans AB et MN 


. Sont perpendiculatres ere eux el her: Ar point 


Fig. 992. 


quelconque G de leur intersection on elève une per- 
pendiculaire GE sur le second, celte droite sera située- 
dans le premier. 


: RE le précepte du n° 48. 


Taéorème VII. 


ASY. Si deux plans AB et CD qui se coupent sont 
perpendiculaires & un troisième MN, leur commune 
intersection FG est perpendiculaire à ce troisième. 

Car, si par le point G commun aux trois plans on 
élève une perpendiculaire au plan MN, elle devra se 
trouver à la fois dans les deux plans AB et ED (480); 
donc elle sera leur intersection même FG. 


TaéorèMEe VIII 


482. Si une droite AB est perpendiculaire à un 
plan PQ, la projection BA de cette droite sur un 
plan quelconque MN, sera perpendiculaire a la trace 
QR du plan dont il s'agit sur le plan de projection. 

Car, puisque la droite AB est perpendiculaire au 
plan donné PQ, son plan projetant ABA" est per- 
pendiculaire à celui-ci (478); mais il l’est aussi au 
plan de projection MN (4/49). Ainsi, le plan donné 
PQ et le plan de projection MN étant perpendiculaires 
au plan projetant de la droite, leur commune section, 

c'est-à-dire {a trace QR du plan donné, sera perpen- 
diculaire à ce plan projetant AB A” (4814), et partant 
à la projection BA” de la droite, qui est une ligne tra- 
cée dans ce plan. 

4853. Scnoztr. La réciproque n'est DAS vraie ; on peut 
dire seulement que sc la projection BA FH droile 
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sur un plan MN est perpendiculaire à la trace QR 
d'un plan donné PQ sur celui-ci, le plan projetant 
de la droite est perpendiculaire au plan donne. En 
effet, cette trace Q R est perpendiculaire au plan pro- 
jetant de la droite (479) : donc le plan donné est per- 
pendiculaire à ce plan projetant (478). | 

Il suit de là que, lorsque les projections d’une droite 
sur deux plans qui se coupent sont perpendiculaires 
aux traces d’un plan sur ces deux-là, la droite est 
perpendiculaire &ä ce plan ; car, les deux plans proje- 
tants de la droite étant perpendiculaires à ce plan, leur. 
commune section, c’est-à-dire cette droite, l’est aussi. 


Tukorèime IX. 


84. Deux angles dièdres ABCD et EFGH sontFig. 223. 
proportionnels à leurs angles rectilignes correspon- 
dants {KL et MN OC. 

Il peut se présenter deux cas, suivant que les angles 
IKLet MNO seront commensurables ou qu'ils ne le 
seront pas. 

4° Supposons que les angles IKL et MNO soient 
commensurables, et que leur commune mesure soit 
contenue » fois dans le premier et 3 fois dans le se- 
cond ; le rapport des deux angles IK L et MNO sera 
donc ?. Si par les droites de division et les arêtes BG 
et FG on fait passer des plans, on aura partagé les 
angles dièdres ABCD et EFGH respectivement en 5 

“ct en 3 parties égales, et comme les parties du premier 
sont égales à celles du second (473), car il en est ainsi 
des subdivisions des angles IKL et MNO, on voit que 
le rapport de ABCD à EFGH est aussi >; donc 


ABCD : EFGH::IKL : MNO. 


2° Supposons que les angles IKL et MNO soient Fig. 224, 
tncommensurables. Je partage l'angle MNO en un 
nombre quelconque de parties égales, et je porte l’une 
de ces parties sur IKL autant de fois qu’elle pourra y être 
contenue : soit QKL le reste que je trouverai amsi; 


Fig. 224. 
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je fais passer un plan par la droite QK et par l'arête 
BC, et comme les angles IKQ et MN O sont commen- 
süräbles. pto (ti 


THÉORÈME X. 


485. Un angle dièdre a pour mesure l’angle rec- 
tiligne correspondant. 

Mesurer un angle aièdre, c’est chercher le rapport de 
cet angle à un autre angle dre pris pour unité. Si donc 
À est l’angle dièdre à mesurer et D l'unité d'angle dièdre, 
la mesure de A sera le rapport de À à D. Mais nous venons 
de voir que deux angles dièdres sont proportionnels à 
leurs angles rectilignes correspondants : si donc B et C 


/ “1 À 
représentent ces angles rectilignes, le rapport T Sera le 


même que celui =, et par conséquent ce dernier sera Ja 


ce 
mesure de À. Or, si l’on convient de prendre l'angle C 
ie Ÿ B ; 
pour unité d'angle rectiligne, le rapport ç sera la mesure 
de l'angle B: donc la mesure de l'angle B sera aussi 
2 me. À O \ 
celle de l'angle dièdre À ; donc un angle dièdre a pour 
mesure son angle rectiligne correspondant (*), en 
attachant à cette manière de s’énoncer le sens que 
nous avons expliqué au n° 440. 


(*) On peut dire avec Æmpére: 

Portons l'angle MNO sur IKL autant de fois que la chose 
sera possible, nous trouverons qu’il y est contenu deux fois 
avec le reste QK L, de sorte que 


IKL—2MNO+QKL. 


Mais si nous faisons passer des plans par les droites de divi- 
sion KQK P, et par l’arête BC, nous formerons les deux an- 
gles diédres PBCTI et QBCP égaux à EFGH (473), etc. 

(?) On pourrait demander si un angle dièdre peut avoir pour 
mesure un angle rectiligne autre que celui qui est formé par deux 
perpendiculaires ne dans chaque face sur laréte ct au 
méme point. Si cela était, il faudrait d’abord que les deux côtés 
de cet angle fussent également inclinés sur l’arête : car l’angle 


. dièdre et l'angle rectiligne qui lui sert de mesure devant varier 
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86. Senoriw. Si l’on compare les énoncés des 


théorèmes 405, 106, 198, et 199, à ceux des 
propositions Â75, 474, et A85, on verra que lan- 
gle rectiligne correspondant à un angle dièdre est, à 
l'égard de cet angle dièdre, ce qu'est à l'égard d’un 
angle rectiligne l'arc compris entre ses côtés, et décrit 
de son sommet comme centre. 

Remarquons encore que, les angles dièdres étant 
dans l’espace ce que sont les angles rectilignes sur le 
plan où ils sont tracés, on peut en conclure que, quand 
deux plans se coupent, les angles dièdres adjacents 
valent ensemble deux angles dièdres droits, et que 
ceux qui sont opposés par l’arêle sont égaux; que, 
quand deux plans parallèles sont coupés par un 
troisième, les angles dièdres alternes-internes, ou 
allernes-externes,ou correspondants » SON CSAUT cie. 
Il suffirait, pour le démontrer, de mener un plan per- 


dans Ie même rapport , il faut nécessairement que le second de- 
vienne nul en même temps que le premier. Cela posé, considé- 


rons les trois angles dièdres ABCQ, QBCD etA BCD et sup- Fig. 224. 


posons qu'ayant tracé dans leurs faces les droites KI, KQ ct 
K L, on ait la suite de rapports égaux, 


ABCQ:IKQ:; QBCD:QKL;::ABCD:IKL; 
on en ürera : 
ABCQ+HQBCD:IKQ+QKL::ABCD:IKL. 


Mais les antécédents de cette proportion sont égaux : donc les 
conséquents doivent l'être aussi. Donc 


IKL—IKQ+QKL, 


ce qui exige que les trois droites KI, QK ct KE soient dans un 
méme plan, sans quoi on pourrait les regarder comme étant 
les arètes d’un angle trièdre, et l’on aurait en conséquence (493): 
IKL<IKQ<+QKE. Cela posé, si l’on prend les trois dis- 
tances égales KI, KQ et K L, et que l’on joigne BI, BQ et BE, 
ces trois dernières lignes seront trois obliques égales menées du 
point B sur le plan KIQL, car les triangles BKI, BKQ ct 
BKL, ont un angle égal compris entre côtés égaux. Donc la 
perpendiculaire abaissée du point B sur ce plan tombera en K, 
et coincidera ainsi avec BK. Donc, pour que l'angle I K L puisse 
servir de mesure à l’angle dièdre AB CD, il faut que ses côtés 
soient perpendiculaires à l’aréte de cet angle dièdre. 


16 
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pendiculaire à l’arête de Pun des angles dièdres que l’on 
compare. 

On devra observer toutefois que /es réciproques de 
ces dernières propositions ne sont vraies qu’autant 
que les angles dièdres dont il s’agit ont leurs aretes 
parallèles; car deux plans qui ne sont pas parallèles 
peuvent très-bien former des angles égaux avec un 
troisième. 

Fig. 225. A87. On appelle ANGxE PoLYÈDRE /& portion in- 
définie de l’espace comprise entre plusieurs plans qui 
passent par le méme point » el quise term inent à leurs 
communes intersections. Ce point est le sommet de 
l'angle polyèdre, ces intersections en sont les arêtes, 
et les angles plans que chacune forme avec la suivante 
en sont les /aces. Ainsi S est le sommet de l'angle po- 
lyèdre SABCDE; les droites SA, SB, SC, SD, SE, 
sont ses arêtes, et les angles ASB, BSC, CSD, DSE, 
ESA, sont ses faces. On désigne, comme on voit, un 
angle polyèdre par la lettre du sommet suivie de celles 
qui sont placées respectivement sur un point de chaque 
arête. Souvent aussi on le dénomme par la lettre seule 
de son sommet ; mais il faut pour cela que ce sommet 
ne soit pas commun à d’autres angles polyèdres. Ainsi, 
dans la figure 225, nous dirons très-bien l'angle S pour 
désigner l'angle polyèdre SABCDE. 

488. Siune ligne droite, tracée d’une manière quel- 
conque, ne peut rencontrer la surface d'un angle po- 
lyèdre en plus de deux points, on dit que cet angle 
polyèdre est convexe ou à angles dièdres saillants ; 
dans le cas contraire, il est dit concave ou à angles 
dièdres rentrants. angle S de la figure 225 est con- 

.: vexe, et celui T de la figure 226 est concave. Les an- 

Fig. 226. gles dièdres saillants de ce dernier sont TA, TB, TD, 
TE, TE, TG, et il n'a qu'un angle dièdre rentrant TC, Cet 
angle rentrant vaut quatre angles dièdres droits, moins 
l'angle dièdre BTCD, qui nous présente son ouver- 
ture. , 

489. Quand nous parlerons d’un angle polyèdre, il 


_ 
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s'agira toujours d’un angle convexe, à moins que nous 
n’exprimions le contraire. 

490. On distingue les angles polyèdres d’après le 
nombre de leurs faces ou de leurs angles dièdres, et on 
leur a donné des noms qui désignent précisément le 
nombre de ces faces ou de ces angles dièdres, Ainsi on 
appelle 
angle trièdre ou simplement #rièdre l'angle polyèdre 

UM ot. 2 PUR. , 9 faces, 
angle tétraèdre , un angle polyèdre qui a. ... 4 
angle pentaèdres ses ser seresseseere 9 
ängle hexaëdres 8 00 ee Us et 0 
ctc. 


Remarquons que le trièdre est le plus simple des 
\ n 
angles polyèdres, et que | on peut partager un angle 
polyèdre quelconque en trièdres, comme on partage un 
polygone en triangles. | 


TuéorèMEe XI. 


AA. Se d’un point S’, pris dans l'inTéRIEUR d’un Fig. 227. 
trièdre S, on abaisse sur ses faces ASB, ASC et BSC, 
les perpendiculaires respectives S'C', S'B' es S'A', ec 
que par ces perpendiculaires prises deux à deux, on 
fasse passer des plans, on formera un second trièdre 
S', et les deux trièdres S et S' jouiront de ces deux 
propriètes, 4° que les arêtes de chacun seront per- 
pendiculaires aux faces de l’autre; 2° que les faces 
de chacun seront les supplements des angles dièdres 
de l’autre. 

4° On voit que l’arête SA, par exemple, est perpen- 
diculaire à la face B'S'C", dont les arêtes sont supposées 
perpendiculaires aux faces ASB et ASC adjacentes à 
SA ; car le plan B'S'C' est perpendiculaire à la fois aux 
deux plans ASB et ASC (478), et par conséquent à 
leur commune section SA (481). 

2° Je dis que l’angle dièdre C'S'B'A’, dont l’aréte 
S'B est perpendiculaire au plan de la face ASC, & 
cette face pour supplément. En effet, cette arête étant 
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perpendiculaire aux traces AB’ et B'C des faces C’S'B' 
ct A’S'B sur le plan ASC, l'angle AB Cest le rectiligne 
correspondant à l’angle dièdre S'B'; mais la somme des 
angles du quadrilatère convexe SAB'C (on a pu choisir 
le point S’ de manière que les perpendiculaires issues 
de ce point tombent sur les faces de $ et non sur leurs 
prolongements) vaut quatre droits; et comme les angles 
À et C sont droits, puisque les arêtes S A et SC sont 
perpendiculaires aux faces B'S'C’ et B'S’A”’, on voit 
que les angles ASC et A B’C sont supplémentaires. 

492. Scnous. Les deux trièdres S et S” sont dits 
supplementaires Vun de Pautre, parce que chaque face 
de l’un est le supplément de celui des angles dièdres 
de l'autre dont l’arête est perpendiculaire au plan de 
cette face. 

Remarquons que ces trièdres seraient encore sup- 
plémentaires, quelle que fût la position du sommet 
S’, si les arêtes de ce dernier étaient encore dirigées 
dans le même sens par rapport aux faces du trièdre 
S; car on pourrait regarder cet angle S° comme 
étant le trièdre supplémentaire de $S, que l’on aurait 
transporté dans l'espace (496). 


THÉORÈME XII. 


93. Dans tout triédre une face quelconque est 
plus petite que la somme des deux autres et plus 
grande que leur différence. 

Fig. 228. 4° Soit ASC la plus grande des trois faces : je dis 
que ASC < ASB + BSC. 

Traçons, eneffet, dans le plan de la face A SC la 
droite SD, qui fasse avec SC un angle DSC—BSC, 
ct tirons la droite À C d’un point quelconque de SA à 
un autre point quelconque de SG. Gette droite coupera 
SD en un certain point D. Prenons ensuite SB — SD, 
et joignons BA et BC. Le triangle BSC est égal à 
DSC : Donc DC — BC. Or la droite AC est plus pe- 
tite que la ligne brisée A BC : donc, en retranchant 
d'une part DC, et de l’autre son égale BC, il res- 
tera AD < AB. Mais le côté S À est commun aux deux 
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triangles AS D et ASB, et SD —SB : donc l’angle 
ASD, opposé au côté AD, est plus petit que l'angle ASB 
opposé au côté correspondant AB. Si donc on ajoute 
au premier l’angle DSC, et au second l'angle égal BSC, 
on aura ASD + DSC, c'est-à-dire ASC < ASB + BSC, 
ce qu'il fallait démontrer. 

2° La seconde partie du théorème est une consé- 
quence nécessaire de la première. 


TaéorèmMe XIII. 


94. Dans tout angle polyèdre convexe S la Fig. 225. 
somme des faces est plus petite que quatre droits. 

Coupons l'angle polyèdre proposé S par un plan qui 
rencontre toutes ses arêtes (*), et soit ABCDE le po- 
lygone formé par les traces de ce plan sur les faces de 
S. Prenons dans l’intérieur de ce polygone un point 
quelconque O, et joignons-le à tous les sommets A, B, 
CG, D, E : nous formerons autour de ce point autant de 
triangles qu'il y en a autour de $, de sorte que Îa somme 
des angles des uns sera égale à celle des angles des au- 
tres; par conséquent, si l’on démontre que la somme 
des angles à la base des premiers triangles est moindre 
que la somme des angles à la base des seconds, on devra 
en conclure que, par compensation, la somme des an- 
gles autour du sommet S sera moindre que celle des 
angles autour du sommet O; et, comme celle-ci vaut 
quatre droits, le théorème se trouvera ainsi démontré. 

Or, au point À nous avons un trièdre formé par les 
plans SAË, EAB et BAS; donc, en vertu du théorème 
précédent l'angle EAB, c’est-à-dire EAO + OAB, 


(*) La chose sera toujours possible. Prolongeons , en effet, 
les plans de deux faces non adjacentes jusqu’à leur rencontre, 
-nous formerons un angle dièdre, dans lequel l’angle polyèdre 
sera compris ; car, puisqu'il est convexe, le plan d’aucune de 
ses faces ne peut rencontrer sa surface. Si donc on mène par 
l’arête de cet angle dièdre un plan qui lui soitextérieur, les arêtes 
de l’angle S seront toutes situées d’un même côté de ce plan , de 
sorte qu'en faisant passér par un point de l’une de ces arêtes un 
plan parallèle à celui-ci, il coupera toutes les autres arêtes. 


Fig. 229, 
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est moindre que SAE + SAB, On verra de même que 
ABO + OBC<SBA + SBC, et ainsi de suite : donc 
la somme des angles à la base de tous les triangles dont 
le sommet est en O est plus petite que la somme des 
angles à la base des triangles dont le sommet est en S. 
Ainsi dans tout angle polyèdre convexe la somme des 
faces est moindre que quatre angles droits. 

Cette démonstration exige bien que l’angle S soit 
convexe : car, si l’angle dièdre SB, par exemple, était 
rentrant, au lieu d'avoir ABO+OBC<SBA+SBC, 
on aurait 4—(ABO+OBC)<SBA + SBC; ainsi le 


théorème ne serait plus vrai. 
TuéorèmEe XIV. 


A95. La somme des anlges dièdres d’un trièdre 
quelconque est plus grande que Drux droits, et plus 
petite que Six droites: 

Construisons , en effet, le trièdre S’ supplémentaire 
du trièdre proposé S. La somme des angles dièdres de 
celui-ci , augmentée de celle des faces de l’autre, for- 
mera sx droits : donc la somme de ces angles dièdres 
est moindre que s/x droits, D'un autre côté, la somme 
des faces de S' est moindre que quatre droits : donc la 
somme des angles dièdres de S est plus grande que 
deux droits, puisque ces deux sommes réunies forment 
six droits. 

TH£orRÈME XV. 

496. Si deux trièdres S et S' ont leurs faces égales 
chacune à chacune, savoir : ASC = A'S'C, À $B — 
A'SB', e BSC—BS'C", leurs angles .dièdres homo- 
logues, c'est-à-dire ceux qui sont opposés à des faces 
égales, sont égaux. 

Prenons sur les arêtes des deux trièdres les six dis- 
tances égales SA, SB, SC, S’A", S'B' S’C'et joignons 
AB, AC. BC, AB’, À'C’, B' on NO formerons ainsi 
SIX triaglés CRI égaux chacun à chacun (459): 
donc AB — AB, BC — °B' C’ et AG = AC, d’où il suit 
que les triangles ABC et A'B'C! sont égaux et que par 
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conséquent leurs angles homologues le sont aussi. Gela 
posé, pour démontrer que l'angle dièdre SA, par 
exemple, est égal à S'A’, je mène par un point quel- 
conque E de son arête un plan GEF qui lui soit per- 
endiculaire et les traces de ce plan sur ceux des faces 
ASB et ASC formeront l'angle rectiligne correspon- 
dant au dièdre SA. Je prends ensuite A'E'— AE et je 
mène de même par le point E’ un plan G'EF' per- 
pendiculaire à S'A”’, Il s’agit de prouver que l’angle 
_GEF = GE'F", Or, j'observe d’abord que les côtés de 
ces angles étant respectivement perpendiculaires à S A 
et à S'A” rencontreront nécessairement AB et AC en F 
et en G, A'’B' et A'C'en F'et en G’ (63); je tire donc 
FG et F'G' et je forme ainsi deux triangles EFG et 
E’F'G” que je dis être égaux (167). En effet, les trian- 
gles EAG et E’A’G’ sont égaux (161), donc EG—E'G" 
et AG = A'G’, Par une raison semblable, EF —E'F" 
et AF = A’F"; donc les triangles AFG et A'F’G' ont 
un angle égal compris entre côtés égaux chacun à 


chacun, donc FG=— F'G’ et par conséquent l'angle 
FEGSFE G# 


Tuéorème XVI. 


497. Deux trièdres sont egaux lorsqu'ils ont leurs . 
faces égales chacune à chacune et SEMBLABLEMENT 
DISPOSÉES (). 

Portons, en effet, le trièdre S’ sur le trièdre S, en 
plaçant la face A'S'B" sur son égale ASB de manière 
que leurs arêtes homologues coïncident. Alors le plan 
de la face A'S'C" tombera sur celui de ASC, puisque les 
deux angles dièdres S À etS'A" sont égaux (496), et que, 
les faces homologues étant semblablement disposées, 
les arêtes SG et S'C° doivent se trouver d'un même 


côté du plan commun ASB ; mais l’angle AS C'—ASC, 


(7) C’est-à-dire que , 53 l’on place deux faces égales l’une sur 
l’autre en faisant coïncider leurs arêtes homologues, les deux 
arêtes restantes seront situées d’un même côté de la face com- 
mune, 
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donc , l'arête S'C" se dirigera suivant SC, et les 
deux faces B'S'C” et BSC coïncideront nécessaire- 
ment. 

498. Scnorre r. Si les faces homologues n'étaient 
pas semblablement disposées, il arriverait que, quand 
on aurait superposé les faces A’S'B’ et ASB, en pla- 
çant S'A’sur SA et S'B' sur SB, il arriverait, dis-je, 
que les arêtes S'C’ et SC se trouveraient de part et 
d'autre du plan ASB, de sorte que la coïncidence des 
deux trièdres n'aurait plus lieu. En vain voudrait-on 
renverser le trièdre S' sens dessus dessous, et placer 
S'A’ sur SB et S'B' sur SA, afin de ramener les deux 
arêtes S'C’ et SC d’un même côté du plan AS B : car 
alors le dièdre S'A’ répondrait au dièdre SB; 
comme ces dièdres sont inégaux aussi bien que Îles 
faces A’S'C' et BSC, :l serait toujours impossible de 
faire coïncider les trièdres S et S', bien que toutes leurs 
parties homologues soient égales. On dit alors que les 
deux trièdres sont symétriques. Ainsi, nous appelle- 
rons trièdres symétriques deux trièdres qui auront 
toutes leurs parties constituantes égales chacune à 
chacune, mais disposées dans un ordre iNverse. 

On forme immédiatement le trièdre symétrique d’un 
trièdre donné en prolongeant les arêtes de celui-ci, et 
prenant pour ses faces les angles plans opposés par le 
sommet à celles de ce trièdre. On voit, en effet, que si 


Fig. 230. l’on fait faire une demi-révolution à l'angle B' S À! dans 


son plan et autour de son sommet S, ses cotés S'A” et 
S'B' viendront s'appliquer respectivement sur SA et 
SB, mais que les arêtes S'C’ et SG resteront de part 
et d'autre du plan commun. 

Soit SC” la position qu'occupe alors larête SC’. Je 
dis que les deux arêtes SC et SC” sont situées dans un 
plan perpendiculaire à ASB, et sont également incli- 
nées sur ASB. Prenons, en effet, SC"—SC, et 
joignons CC”: il suffira démontrer que Île plan ASB 
est perpendiculaire sur le milieu de CC" (478 ct A69). 
Pour cela, je joins les points C et C” avee deux points 
quelconques À et B des arêtes SA et SB, ce qui 
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forme les triangles égaux CSA ct CSA, CSB et 
C’SB (459): done CA — C'A, et CB= CB; donc, 
si l’on joint le milieu O de CC” avec les points $, A, 
B, les trois droites SO, AO et BO seront perpendi- 
culaires à CC” (60), et par conséquent détermineront 
un plan perpendiculaire sur le milieu de CC” (432). 
Mais ce plan n’est autre que ASB : donc, etc. 

On voit par là que les deux trièdres SABC et S’ABC 
sont symétriquement placés de part et d'autre du plan 
ASB, et voilà pourquoi Legendre les a appelés angles 
trièdres SYMÉTRIQUES (°). 

On conçoit que deux angles polyèdres quelconques 
concaves ou convexes 5 et S’ peuvent avoir toutes leurs pig, 995, 
faces consécutives égales chacune à chacune, savoir : 
ASB=—A'SB', BSC=BS'G:, CSD=—.CSD",.etc., 
mais disposées dans un ordre inverse; et leurs angles 
dièdres homologues (ceux qui sont compris entre des 
faces égales), S A et S'A’, SB et S'B’, SC et SC’, etc., 
égaux. Alors, si l’on place la face A’S'B", par exemple, 
sur son égale ASB, en faisant coïncider leurs arêtes 
homologues, toutes les autres arêtes homologues des 
deux angles S et S” seront situées de part et d'autre du 
plan commun ASB, de sorte que ces deux angles po- 
lyèdres ne pourront pas coïncider, bien que toutes leurs 
parties constituantes soient égales. Nous dirons donc 
encore qu'ils sont symétriques, 

499. Scnorie 11. Dans les figures planes il n’y a 
paint, à proprement parler, d'égalité par symétrie : 
car, comme le dit Legendre , toutes celles qu’on vou- 
drait appeler ainsi seraient des égalités absolues ou de 
superposition. Si l’on abaisse, en effet, de tous les 
sommets d'un polygone À BCDE, des perpendiculaires Fig, 931, 


(*) Deux points sont dits symétriqües par rapport à une 
droite ou à un plan, lorsque cette droite ou ce plan est perpen- 
diculaire àla droîte qui les unit. Si deux corps sont tels que 
tous les points de l’un soient les symétriques de ceux de l’autre, 
on dit que ces corps sont symétriques. Un corps et son image 
sont symétriques. 

3 / u ré 4 
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sur une droite quelconque X.Y , tracée dans son plan, 
qu'on prolonge chacune d'elles d’une quantité égale à 
elle-même, et que l’on joigne deux à deux leurs extré- 
mités, on formera un polygone A'B'CD E’, qui aura 
ses angles et ses côtés égaux chacun aux angles et 
aux côtés du polygone ABCDE, et disposés dans un 
ordre inverse. Cependant il suffira, pour superposer 
ces deux polygones, de plier la figure le long de X Y. 
Ainsi, ces polygones sont réellement symétriques par 
rapport à la droite XY, que l’on appelle en consé- 
quence leur axe de symétrie; mais ils ne sont pas sy- 
métriques dans le sens que nous avons attaché à celte, 


Fig. 230. expression en parlant des trièdres SABC et S'ABC. 


C'est qu’en effet on peut prendre indifféremment le 
dessus pour le dessous d’une figure plane, et vice Vers, 
et qu'il n’en est pas ainsi pour les figures qui réunissent 
les trois dimensions de l’étendue. 


TarorèmMEe XVII. 


500. Deux trièdres S et S' sont égaux lorsque 
leurs angles dièdres sont égaux chacun à chacun , 
et que leurs faces homologues sont semblablement 
disposees. 

Si l’on construit, en effet, les deux trièdres sup- 
plémentaires T et T’ des trièdres S et S’, ils auront 
leurs faces homologues égales chacune à cha- 
cune (4914), et par conséquent leurs angles dièdres 
homologues égaux chacun à chacun (496): donc les 
trièdres S et S’auront ainsi leurs faces homologues éga- 
les et, par hypothèse, semblablement disposées; donc 
ils sont égaux. 


TakorèME X VIII. 


BOL. Deux trièdres sont égaux lorsqu'ils ont un 
angle dièdre égal compris entre deux faces égales 
Npais a chacune, et semblablement disposees. 

Répétez ici la démonstration du n° 497. 
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TarorkmEe XIX. 


502. Deux trièdres sont égaux lorsqu'ils ont une 
fe égale adjacente à deux angles dièdres égaux 
chacun à chacun, et que leurs faces homologues sont 
semblablement disposées. 

La démonstration est analogue à celle du n° 197. 

503. Scnorie. Si les éléments dont l'égalité con- 
stitue celle des deux trièdres, étaient disposés dans un 
ordre inverse, ces deux trièdres seraient symétriques. 
On conçoit, en effet, que si l’on construit le symé- 
trique du premier de ces trièdres, il sera égal au second, 
en vertu de l’un de nos trois derniers théorèmes. 


THÉORÈME XX. 


90/4. Pour qu'avec trois angles plans donnés on 
puisse construire un angle trièdre, il faut et il suffit 
que leur somme soit moindre que quatre angles 
droits, et que le plus grand soit plus petit que la 
somine des deux autres. 

Ces conditions sont nécessaires, en vertu des théo- 
rèmes 493 et 494 ; ainsi il s’agit de démontrer qu’elles 
sont suffisantes. 

Traçons sur un plan trois angles C'SA, ASB et Fig. 232. 
C'SB égaux aux trois angles donnés, et supposons que 
ASB soit le plus grand. Je décris du point S comme 
centre et avec un rayon arbitraire l'arc C'A"B'C” : 
 l’arc A°B’ sera plus grand que chacun des ares CA” et 
CB et plus petit que leur somme ; si donc on abaisse 
des points C’ et C” des perpendiculaires CAM ct 
C’BN sur SA et sur SB, le point M sera situé entre 
A’ et B', et le point N entre A’ et M, de sorte que les 
cordes C’ M et C’N se couperont dans l’intérieur de la 
circonférence. Donc C’A >> A O,. Par conséquent, si au 
point O or élève une perpendiculaire OC au plan ASB, 
et que dans le plan déterminé par cette droite et par 
AO on décrive un arc de cercle du centre À avec Île 
rayon AC’, cet arc coupera cette perpendiculaire en un 
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point C, et je dis qu’en faisant passer des plans par ce 
point et par les droites SA et SB, on formera un an- 
gle trièdre SABC dont les faces seront précisément 
égales aux trois angles donnés. En effet, les triangles 
SAC et SAC” ont un angle égal compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun, car CA est perpendi- 
culaire sur SA (439); donc l'angle ASC est égal à 
ASC’ et SC — SC’ — SC”. Il suit de là que les trian- 
gles rectangles SBC et SBC" ont l’hypoténuse égale 
et un côté égal, et que par conséquent l'angle CSB 
— C"SB', ce qui achève de démontrer notre propo- 
sition. 
905. Tnéorèmes À péÉmMonTREr. 1° Deux plans 
pe? pendiculaires à à un troisième et passant par deux 
droites parallèles et qui ne sont pas perpendiculaires 
à ce troisième plan sont parallèles. 
2° Le lieu de tous les points équidistants de deux 
plans donnes est le système des deux plans qui di- 
visent en deux parties égales les angles dièdres for- 
mes par ces plans. 
3° Le lieu de tous les points equidistants des trois 
faces d’un angle trièdre est la droite suivant laquelle 
se coupent les plans qui divisent ses trois angles die- 
dres chacun en deux parties égales. 
4° Dans un trièdre 1soèpre, c’est-à-dire qui a deux 
faces égales, les angles dièdres opposés aux faces 
égales ne EJAUX ; ét réciproquement , si deux an- 
gles dièdres d’un trièdre sont égaux, les faces qui 
leur sont opposées seront egales. 
° Dans tout trièdre, le plus 2 orand angle dièdre est 
D DO à la plus crande Jace; et réciproquement , la 
ne grande face est opposée au plus grand angle 
dièdre. 
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LIVRE VII. 
DES SURFACES COURBES. 


mme 


CHAPITRE PREMIER. 


DES DIFFÉRENTES ESPÈCES DE SURFACES COURBES, ET DE 
LEURS PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES, 


506. Si l’on fait mouvoir une {one dans l’espace, 
il pourra arriver, ou qu’elle conserve sa forme en chan- 
geant de position, ou qu'elle varie en même temps de 
forme et de position. Dans les deux cas, on conçoit 
que cette ligne engendrera ainsi une surface; car il est 
clair que /e lieu de toutes ses positions successives 
partagera l’espace en deux parties auxqwelles il servira 
de /émite. La nature de la surface ainsi engendrée dé- 
pend donc des lois qui règlent à chaque instant la forme 
de la ligne mobile que l’on nomme la génératrice de la 
surface et sa position dans l’espace. 

On voit donc que toute surface peut étre regardee 
comme engendrée par le mouvement d’une ligne de 
Jorme constante ow variable dans l’espace, et que 
cette surface sera complétement déterminée lorsqu'on 
sera én état de construire, pour un point quelconque, 
la génératrice suivant Ja forme et la position qu'elle 
doit avoir en passant par ce point. On détermine ordi- 
nairement les positions successives de la génératrice 
en l’assujettissant à se mouvoir sur une ou plusieurs li- 
gnes fixes que l’on appelle directrices. 

Ainsi nous avons vu que l’on engendrerait un plan 
en faisant glisser une ligne droite parallèlement à elle- 
même le long d’une autre Eoite (428). La première est 
la génératrice et la deuxième est la directrice. Ici la 
forme de la génératrice est constante. 

Si l'on fait tourner une ligne guelconque CMD au- 
tour d’une droite fixe AB, on engendrera une surface 
que l’on appelle de révolution, et la forme de sa géné- 


Fig. 233. 


Fig. 


234. 
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ratrice sera encore constante. Mais si l’on observe que 
dans le mouvement de cette courbe les perpendiculaires 


abaissées de ces différents points sur l’axe de révolu- 


tion AB décrivent des circonférences qui ont pour cen- 
tres les points où elles coupent cet axe, on comprendra 
que l’on pourra encore regarder la surface comme en- 
gendrée par une circonférence qui se mouvrait de telle 
sorte que son centre étant toujours sur la droite AB, et 
son plan étant toujours perpendiculaire à cette droite, 
son rayon soit, à chaque instant, égal à la distance 
des points où son plan coupe les deux lignes AB et 
CMD données dans l’espace. Alors la courbe génératrice 
change en même temps de forme et de position. 


THÉORÈME ÎÏ. 


907. Toutes les tangentes( )aux différentes cour- 
bes que l’on peut tracer sur une surface par l’un de ses 
points sont dans un méme plan, que l'on appelle en 
consequence le PLAN TANGENT & la surface en ce point. 

En effet, soit M un point quelconque d’une surface, 
AB la foumer ét la position de la génératrice quand elle 
passe par ce point, CD une directrice de AB, et GF 
une autre courbe guelconque tracée par le point M 
sur la surface. Il est clair que si l’on prouve que la tan- 
gente à cette dernière courbe au point M est dans le 
plan déterminé par les tangentes menées aux deux au- 
tres courbes AB et CD en ce même point, notre théo- 
rème sera démontré. + 

Pour ÿ parvenir, considérons la génératrice dans 
une autre position A'B', et soient M et N° les points 
où elle coupe CD et F Par les trois points M,M'et 
N° pris deux à deux, menons les sécantes MM, MN et 


(*) Si l'on étend à une courbe quelconque la définition que 
nous avons donnée de la tangente à une circonférence (83), on 
appellera TANGENTE &@ une courbe, en un point donné, la limite 
vers laquelle tend la direction d’une sécante que l'on fait tourner 
autour de ce point, jusqu’à ce qu’un second point d'intersection 
vienne coëncider avec le premier. 

Il suit de [à qu’on peut considérer la langente comme une 
droite qui passe par deux points é/frément voisins sur pi courbe 
ou qui à un élément de commun avec elle: 
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M'N', qui seront évidemment dans un même plan. Si 
l’on suppose maintenant que la génératrice A’B" glisse 
sur CD, en se rapprochant de AB, elle entrainera dans 
son mouvement nos trois sécantes, et leur plan tournera 
en même temps autour de M. Enfin, quand la généra- 
trice sera revenue à la position AB, les points M’ et N’ 
coïncideront avec le point M, et les trois sécantes mo- 
biles seront devenues tangentes aux trois courbes res- 
pectives CD,GF et AB. Mais ces trois sécantes étaient, 
pour chaque position de la génératrice, toujours dans 
un même plan : nous devons donc conclure que, quand 
elles sont devenues tangentes, elles doivent se trouver 
encore dans un même plan, lequel est la limite des po- 
sitions successives de celui des trois sécantes. 

508. Comme deux droites qui se coupent suffisent 
pour déterminer un plan, on voit que, pour mener un 
plan tangent à une surface en un point donne, il suf- 
fra de construire les tangentes à deux lignes tracées 
sur la surface par ce point, et de faire passer un 
plan par ces deux droites. 

509. Il suit du théorème précédent que le plan 
tangent à ure surface peut être considéré comme ayant 
de commun avec elle un element superficiel formé 
par l’ensemble de tous les é/ements linéaires qui sont 
communs aux courbes passant par le point de contact 
el à leurs tangentes. On pourra donc regarder une sur- 
face courbe comme composée d’une infinité de facettes 
planes infiniment petites que l’on nomme ses éléments. 

Il est vrai que l’on substitue ainsi à la surface pro- 
posée une surface polyédrale dont les faces sont infi- 
niment petites, mais toute propriété qui, dans une 
pareille surface , sera vraie quelles que soient la gran- 
deur absolue de ces faces et leurs inclinaisons mutuelles, 
subsistera lorsque le nombre de ses faces deviendra plus 
grand et qu’elles diminueront de plus en plus, de sorte 
que la propriété dont il s’agit aura lieu pareillement 
lorsque l’on passera à la limite, c’est-à-dire quand on 
considérera la surface courbe proposée. 

“510. Les surfaces que l’on emploie le plus fré- 
quemment dans les arts sont celles qui ont pour géné- 
ratrices la ligne droite et la circonférence, 


O 


256 LECONS DE GÉOMÉTRIE. 

Parmi ces dernières on distingue spécialement celle 
qui est produite en faisant tourner une ligne quel- 
conque autour d’un axe fixe, et que nous avons nom- 
mée surface de revolution. Les plans perpendiculaires 
à l'axe coupent tous la surface suivant des circonfé- 
rences dont les centres sont sur cet axe, et qui sont 
généralement inégales. On les nomme dés parallèles. 
Le plans qui passent par l'axe coupent la surface sui- 
vant des courbes que l’on appelle meridiennes et qui 


Fig, 933. sont toutes égales entre elles. Soient, en effet, CMD 


et CM'D act méridiennes quelconques et MQ ét M'Q, 
NRet N'R,PSet P'S,... les traces de leurs plans sur 
ceux de différents parallèles. Les angles MQM', NRN, 


PSP"... seront égaux, puisqu'ils correspondent à un 


5 
même angle dièdre MCDM', et comme MQ—M'Q, 


PR NERS PSS on.voit que si l'on fait 
tourner le plan CN'D de la quantité angulaire MQ M, 
tous les points M’, N', P'... viendront se rabattfe 
respectivement sur M, \, P,... de sorte que la courbe 
CMD recouvrira exactement la courbe CMD. 

*5A4. Le plan tangent à une surface de révolution 
est perpendiculaire au plan du méridien sur lequel le 
point de contact est situé, En effet, la tangente menée 
par ce point au parallèle sur lequel il se trouve est per- 
pendiculaire à l'intersection de ce parallèle et du 
méridien (8/4); et, comme ces deux plans sont per- 
pendicuülaires entre eux, elle est perpendiculaire au 
méridien (479) : donc le plan Dee lui est perpen- 
diculaire (478). 

* 512. Il y a deux espèces de surfaces engendrées par 
une ligne droite : les surfaces gauches et Les surfaces 


| développables. On comprend Fe unes et les autres sous 


la dénomination commune de swrfüces reglees, parce que 
l’on peut appliquer l’arête d’une règle sur ces surfaces. 

* 513. Le caractère distinctif dedéurficcs gauches 
consiste en ce nee deux génératrices consécutives ne sont 
jamais dans un même plan, de sorte que 7 élément(S09) 
de la surface compris entre ces deux droites n’est pas 
plan. C’est un élément courbe qui est {imite dans le 
sens des droites qui le comprennent. 

On satisfait très-simplement à cette condition , c’est- 
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à-dire qu’on engendre une surface gauche en faisant 
glisser une ligne droite sur trois droites qui, prises 
deux à deux, ne sont pas parallèles à un même plan, 
ou bien en faisant mouvoir une ligne droite parallè- 
lement à un plan fixe, de manière qu'elle s'appuie 
constamment sur deux droites situées dans des plans 
différents et dont aucune n’est parallèle au plan fixe. 

Il est d’abord facile de voir que lune ou l’autre 
de ces conditions suffit pour régler le mouvement de 
la génératrice : car, si, dans le premier cas, on prend 
un point quelconque M sur la directrice À, et que par Fig. 235. 
ce point et chacune des deux autres directrices B et C 
on fasse passer des plans, leur intersection MN ren- 
contrera les deux droites B et C : car, si elle était pa- 
rallèle à toutes deux, tout plan parallèle au plan AMN 
serait parallèle à nos trois directrices, ce qui est con- 
traire à l'hypothèse, Réciproquement, toute droite qui, 
menée par le point M, rencontrera les droites Bet C, 
sera dans nos deux plans, et, par conséquence, coïn- 
cidera avec MN. 

Pour construire, dans le deuxième cas, la généra- 
trice qui rencontrerait la directrice A en un point 
quelconque M, menez par ce point un plan parallèle 
au plan directeur , et joignez le point M avec celui où 
ce plan auxiliaire rencontrera la deuxième directrice. 
Ainsi, dans une échelle dont les deux montants ne 
seraient pas dans un même plan, les échelons, suppo- 
sés également espacés, seraient les génératrices d’une 
surface gauche dont ces montants seraient les direc- 
trices (462). 

Remarquons que, dans ces deux modes de génération, 
deux génératrices quelconques ne peuvent pas se trou- 
ver dans un même plan, sans quoi les directrices seraient 
aussi situées dans ce plan, ce qui ne se peut. 

* 51/4. Les surfaces gauches qui ont pour directrices 
des lignes droites, jouissent d’une propriété très- 
remarquable dont on trouvera la démonstration synthé- 
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tique dans /& Géométrie descriptive de M. £croy, celle 
de pouvoir être engendrées par une droite de deux 
manières différentes. Ainsi, que parmi toutes les droites 
qui s'appuient sur les trois directrices A, B, GC, on en 
choisisse trois à volonté A”, B', C’, et que l’on fasse 
mouvoir une ligne droite sur ces trois dernières : 
elle engendrera encore la même surface. D'où il suit, 
comme l’observe Monge, que cette surface pourrait 
s'exécuter comme un tissu. Les fils de la chaîne 
seraient toutes les génératrices de lun des modes de 
génération, et ceux de la trame seraient les généra- 
trices de l’autre. 

* 515. Si une droite se meut de manière que, dans 
deux positions consécutives, elle se trouve dans un 
même plan, elle engendrera une SURFACE DÉVELOP- 
PABLE, C'est-a-dire une surface dont tous les elements 
pourront étre reunis dans un seul et méme plan 

SANS DÉCHIRURE NI DUPLICATURE. En effet, si l’on fait 
tourner chaque élément avec la portion de surface qui 
lui est adjacente autour de la droite qui le sépare de 
l'élément précédent, on pourra amener le deuxième 
élément sur le plan du premier, le troisième sur ce 
même plan, et ainsi de suite, de sorte que la surface 
tout entière viendra s'étendre sur le plan sans rupture 
ni duplicature. 

* 516. Si l’on considère une courbe à double cour- 
bure, c'est-à-dire telle que trois éléments consécutifs 
de cette courbe ne soient pas dans un même plan, 
comme une brisée d’un nombre infini de côtés infini- 
ment petits, et qu'on prolonge indéfiniment chacun de 
ses éléments, on formera évidemment une surface dé- 
veloppable : car deux de ces droites consécutives sont 
dans un même plan. Ainsi, l’on engendrera une surface 
développable en faisant glisser une ligne droite sur 
une courbe à double courbure de manière qu’elle lui soit 
constamment tangente [307,(*)]. La surface est ainsi 
composée de deux zappes indéfinies séparées par la 
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courbe directrice, que Monge a nommée l’arete de 
rebroussement de la surface. 

* 547. 11 suit du n° 507 que le plan tangent à une 
surface réglée en un point donné, doit contenir la gé- 
uératriee qui passe par ce point : car cette droite est 
elle-même sa propre tangente. Par conséquent, pour 
construire le plan tangent à une surface gauche en un 
point donné, il suffira de mener un plan par les deux 
génératrices qui passent par ce point (944); et, 
comme deux génératrices d'un même système ne sont 
pas dans un même plan (513), on voit que les plans 
tangents menés à une surface gauche en deux points 
différents d'une mêné génératrice , sont différents; de 
sorte que le plan tangent à une pareille surface coupe 
cette surface partout ailleurs qu'au point de contact. 

* 918. Au contraire, le plan tangent à une surface 
développable en un point donné est tangent à cette 
surface dans tous les points de la génératrice qui passe 
par ce point. En effet, si l’on trace par le point de: 
contact une courbe quelconque sur la surface, il est 
clair que la-tangente à cette courbe en ce point, aura 
un élément dans le plan de la génératrice dont il s’agit 
et de la suivante : donc elle y sera tout entière; donc ce 
plan sera bien un plan tangent à tous les points de cette 
génératrice. 

919. On appelle zormale la perpendiculaire au 
plan tangent menée par le point de contact, 
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CHAPITRE IT. 


DES SURFACES CONIQUES: 


520. On appelle surface conique une surface en- Fig. 236. 
gendrée par une droite indéfinie A A’ qui glisse sur une 
courbe donnée AMB, en tournant autour d’un point 
fixe S. Cette courbe et cette droite sont respectivement 


$ 


Fig. 237. 
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la directrice et la génératrice de la surface. Le point 
fixe S en est le centre (480) : car on conçoit que si lon 
prend de part et d'autre de ce point S deux distances 
égales SK, SK’ sur la même génératrice, et que par 
lé points K et K’ on mêne deux plans parallèles quel- 
conques, le point S divisera en deux parties égales les 
portions de toutes Îles autres génératrices comprises 
entre ces deux plans. 


On voit que la surface conique est composée de deux 
nappes qui sont engendrées respectivement og les 
par ties indéfinies S À et SA’ de la génératrice À A’. 


B24. Lorsque la directrice a un centre, la droite 
indéfinie mence par ce centre et celui de la surface co- 
nique se nomme l'axe de cette surface. 


922. L'espace terminé d'une part par lune des 
uappes d’une surface conique, et de l'autre par un plan 
quelconque, a reçu le nom de cone. La portion de ce 
plan interceptée par la surface conique est la Dase du 
cône, le centre S en cest dit le sommet, et la perpendi- 
culaire abaissée de ce sommet sur le plan de la base est 
la Aauteur du cône; enfin l’axe de Ja surface conique 
est aussi l’axe du cône. 


525. Le cône est droit ou oblique, suivant que 
son axe est perpendiculaire ou oblique au plan de sa 
base , et l’on dit qu'il est circulaire quand sa base est 
un cercle. 

ÿ2/4. Un cône circulaire droit peut étre regardé 
comme provenant de la revolution d’un trians gle rec- 
tangle autour de lun des cotes de l angle droit : 
car, ice le mouvement du triangle fectangle ASO 
autour de SO, le coté AO décrit un cercle qui a pour 
centre le point O; la droite SA glisse donc sur la 
circonférence de ce cercle, en tournant autour du point 
À , de sorte qu'elle engendre une nappe d’une surface 
conique. 

Sc donc o7 fait {tourner tu angle qui n "est pas 
droit autour d’un de ses cotes, le QE mobile engen- 
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drera une nappe d’une surface conique circulaire 
droite. 

525. La portion d’un cône comprise entre deux 
plans parallèles se nomme wn tronc de cone à bases pa- 
rallèles. La hauteur de ce tronc est la distance des deux 
plans, et la portion de génératrice qu'ils interceptent 
en est dite l’arête ou la génératrice. 

Il est évident qu'un tronc de cône droit à bases pa- 
rallèles est engendré par un trapèze rectangle, tournant 
autour du côté qui est perpendiculaire à ses deux bases 
parallèles. 

THéORÈME I. 


526. Tout plan menée dans une surface conique 
parune de ses genératrices et un point quelconque de 
la directrice, la coupe suivant deux ou un plus grand 
nombre de genératrices. | 

Il est clair, en effet , que les génératrices qui passent 
par les points où le plan dont il s’agit coupe la direc- 
trice, ont chacune deux points dans ce plan, et y sont 
par conséquent tout entières : elles sont donc les in- 
tersections de ce plan avec la surface conique. 


TaéorkMEe Il 


527. Le plan conduit par une génératrice S A Fig. 936. 
et la tangente AT menee par sa trace à la base d’un 
cone , renferme les tangentes à toutes les courbes que 
l’on pourra tracer sur le cone par les differents 
points de cette génératrice, de sorte que ce sera le 
plan tangent au .cone en l’un quelconque des points 
de SA. 

On démontrera ce théorème en faisant voir que le 
plan SAT contient la tangente KV à une courbe quel- 
conque K L tracée sur la surface conique. Pour cela , 
je mène un plan par la génératrice SA , et un point M 
voisin de À : il coupera la surface conique suivant la 
droite SM et la courbe KL en un certain point N de 
celle-ci. Maintenant, si lon fait tourner ce plan autour 
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de SA, de manière que le point M se rapproche de A, 
les sécantes AM et KN tourneront en même temps 
autour de A et de K; et quand la droite variable SM, 


qui contient les points M et N, coïncidera avec SA, 
les sécantes A M et KN seront devenues les tangentes 


respectives AT et KV ; mais le plan mobile aura pris 
alors la position SAT; et, comme les deux sécantes 
sont toujours restées dans ce plan, on voit ainsi que 
la tangente KV est aussi dans le plan SAT. De 
plus, ce plan est tangent à la surface conique (508) : 
donc, etc. 

* 528. Scrorre. Remarquons que si le point par 
lequel on veut mener un plan tangent à une surface 
conique était le centre même de cette surface, le pro- 
blème serait impossible : : car les diverses génératrices 
y sont elles-mêmes leurs propres tangentes, et cepen- 
dant elles sont deux à deux dans des plans différents. 

Remarquons aussi que la démonstration du n° 507 
n’est pas applicable au centre de la surface conique : 
car la génératrice parallèle à la base du cône se resserre 
de plus en plus en approchant de ce centre, et finit 
par se réduire à un point : alors elle n’admet plus, à 
proprement parler, de tangente. 

Il en est de inême pour les surfaces de révolution 
dont le méridien coupe l’axe sous un angle nul:ou dif- 
férent d’un droit : en ces points de section il n’y a 
point de plan tangent. 


TuéoriMEe III. 


529. Une surface conique est toujours dévelop- 


pa ble. 


Pour le démontrer, je suppose que l’on inscrive un 
polygone dans la rie qui résulte de-lintersection 
de la surface conique par un plan, puis que l’on fasse 
passer des plans par les côtés opposés de ce polygone 
et par le centre de la surface. Nous formerons ainsi un 
angle polyèdre, et l'on verra facilement que lon pourra 


Fig. 238. faire tourner SBG autour de l'arête SB jusqu'à ce 
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qu'elle vienne se placer dans le plan de la face SAB ,$BC 
et à la suite de celle-ci, puis faire tourner le système 
de ces deux faces autour de l'arête SC jusqu'à ce qu'il 
soit venu se rabattre sur le plan de la face suivante 
SBE et ainsi de suite; donc toute la surface de cet 
angle polyèdre pourra être étendue sur un même plan, 
et les côtés du polygone ABCD... ainsi que les por- 
tions SA, SB, SC... des arêtes comprises entre le 
centre S de la surface et le plan sécant auront con- 
servé leurs longueurs, de sorte que le développement 
sera un secteur polygonal. 

Or, ces conséquences sont vraies quelle que soit la 
grandeur des angles et des côtés du polygone que nous 
avons substitué à la base du cône, donc elles le seront 
encore quand tous les côtés de ce polygone seront in- 
finiment petits, c'est-à-dire quand l'angle polyèdre S 
aura atteint sa limite, qui est la surface conique pro- 

osée. 

530. Comme toutes les génératrices d’un cône 
droit sont égales, on voit que si l’on conçoit sa surface 
fendue le long d’une de ces génératrices et qu’on 
l’étende sur un plan, le développement de cette surface 
sera un secteur S'A’MB' dont le rayon S'A sera égal Fig. 237. 
à cette génératrice, et dont la base A’B° aura même 
longueur que la circonférence de la base du cône, de 
sorte que, pour déterminer le nombre de degrés de 
cette base A’B", on posera la proportion (*) 

AO : SA 44 x : 300°. 

Si, par exemple, AO et SA valaient respective- 
ment 6% et 40°", on trouverait que x — 216°. Ainsi, 
en faisant un angle de 216°, et décrivant entre ses côtés 
un arc dont Îc rayon eût 40 centimètres, on aurait le 
développement du cône donné. 


(*) On a évidemment : A’MB’: cire. S'A' :: æ: 360°, en 
appelant x le nombre de degrés de l’arc A’ M B'; mais A MB — 
cire, AO : donc AOZSA2:zx2 360°. 
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CHAPITRE III. 


DES SURFACES CYLINDRIQUES. 


551. On appelle SURFACE CYLINDRIQUE U7N6 Sur 
| face engendrée par une droite indéfinie AA’, qui glisse 
sur une courbe donnée CMB, en restant constam- 
mené parallèle à elle-méme. ‘Cette courbe et cette 
droite sont respectivement la directrice et la généra- 
trice de la surface. 

582. Lorsque la directrice a un centre, la parallèle 
menée par ce point aux génératrices se nomme l'axe de 
Ja surface cylindrique. 

533. L'espace compris entre deux plans paral- 
lèles et une surface cylindrique a recu le nom de 
CYLINDRE. Les aires des sections faites sur ces plans 
par la surface cylindrique sont les bases du cylindre, 
et la distance des deux bases est sa hauteur; enfin 
l’axe de la surface est aussi l'axe du cylindre. 

53/4. Le cylindre est droit ou oblique , suivant que 
la génératrice de sa surface convexe est perpendicu- 
laire ou oblique aux plans de ses bases, et l’on dit qu’il 
est circulaire quand ses bases sont des cercles. 

535. Il suit des définitions des n° 520 et 531 qu'une 
surface cylindrique peut être considérée comme une sur- 
face conique dont le centre est situé à l'infini; car alors 
toutes les génératrices de celles-ci deviennent paral- 
lèles. Par conséquent la surface cylindrique jouira de 
toutes les propriétés de la surface conique qui seront 
indépendantes de l éloignement du centre de cette sur= 
face. 

536. D’après cela ze cylindre pourra étre regardé 
comme un tronc de cone à bases parallèles, dont le 
sommet est infiniment élois one. Donc le cylindre cir- 
culaire droit est engendre par la révolution d’un rec- 
angle autour d’un de ses cotés. ; 
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537. Toute surface cylindrique est développable 
(545) ou(529), et son développement, si elle est droite, 
sera un rectangle dont la hauteur sera celle même du 
cylindre, et dont les bases seront égales en longueur 
aux périmètres de ses bases (530). Rien ne sera donc 
plus facile que de construire le développement de la 
surface convexe d’un cylindre droit. 

538. Tout plan conduit par une génératrice et un 
point quelconque de la directrice coupe la surface 
cylindrique suivant deux ou un plus grand nombre 
de generatrices (596). 

599. Tout plan conduit par une génératrice et par 
la tangente au point où elle perce la base du cylindre, 
renferme les tangentes à toutes les courbes que l’on 
pourra tracer sur le cylindre par les différents points 
de cette génératrice, de sorte que ce plan touchera le 
cylindre en tous les points de cette génératrice (327). 
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CHAPITRE IV. 


DE LA SURFACE SPHÉRIQUE. 


540. LA SURFACE SPHÉRIQUE est celle dont tous les 
points sont également distants d’un point que l’on 
nomme CENTRE, € l’espace enveloppe par celle sur- 
face s'appelle spnère. 

Les droites qui vont du centre à la surface se nom- 
ment rayons; et toute droite qui, passant par le cen- 
tre, va se terminer à la surface, est un diametre. 

Tous les rayons sont égaux; il en est de même des 
diamètres. 

A4. 11 suit évidemment de cette définition que la 
surface sphérique est engendrée par la révolution 
d’une demi-circonférence autour de son diamètre. 

542. On appelle carorre la portion de la surface 
sphérique détachée par un plan. Ya calotte est engen- 


Fig. 240, 


Fig. 241, 
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drée par un arc AC qni tourne autour d'un diamètre 
CD mené par une de ses extrémités. La circonférence 
décrite par l’autre extrémité À de l'arc est la ase de 
la calotte, et la projection CI de l'arc générateur sur 
l'axe en est la hauteur. 

543. L'espace compris entre la calotte et le plan 
de sa base se nomme sxGMENT sphérique. 

A4. Une ONE est une portion de la surface sphe- 
rique comprise entre deux plans parallèles. Elle est 
engendrée par un arc AF qui tourne autour d’un dia- 
mètre CD qui ne rencontre pas cet arc. Les circonfé- 
rences décrites par les extrémités de cet arc sont les 
bases de la zone, et sa projection sur l'axe en est la 
hauteur. 

045. L'espace compris entre une zone et les plans 
qui la déterminent est ce qu'on nomme une TRANCHE 
sphérique. | 

5/46. Un rusEau est la portion GGDNC de la sur- 
face sphérique comprise entre les faces d’un angle 
dièdre dont l’aréte passe par le centre de la sphère ; 
et la partie de la sphère comprise entre le fuseau et 
les faces de cet angle dièdre est un oNGLxr. 

547. Un secteur sphérique est le corps engendre 
par un secteur circulaire AOC qui tourne autour de 
l’un des rayons qui le limitent, de sorte qu'il se com- 
pose d’un cône et d’un segment adossés par leur base 
commune. 


TaHéorRÈMEe I. 


DAS. Quatre points À, B, C, D, qui ne sont pas 
situés dans un même plan, déterminent une sphère. 

Soient F et G les centres respectifs des deux circon- 
férences que l’on ferait passer par les points À, B, C, 
et C, D, A. Elevons en ces points les perpendiculaires 
FI et GK aux plans de ces circonférences, et je dis 
qu’elles se couperont, Si nous abaissons, en effet, des 
perpendiculaires des points F et G sur AC, elles iront 
concourir au milieu M de cette droite (84), et déter- 
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mineront un plan perpendiculaire à AC (434), et par- 
tant aux plans ABC et ACD (478): donc les perpen- 
diculaires FI et GK à ces plans respectifs seront dans 
le plan FMG (480); donc elles se couperont, sans 
quoi FM, qui est perpendiculaire sur FT, le serait 
aussi à sa parallèle GK. Mais MG l’est déjà sur cette 
droite; donc on aurait du point M deux perpendicu- 
laires MF et MG sur la même droite GK, ce qui est 
absurde, à moins que MF et MG ne coïncident. Mais 
alors les plans ABC et ADG auraient deux droites 
communes FMG et AC, et ainsi n'en feraient qu'un 
seul, ce qui est contre l'hypothèse ; donc les droites 
FIet GK se coupent en un certain point O. Ce point, 
comme appartenant à la première, est équidistant des 
trois points À, B, C ; il est aussi également distant des 
points À, C, D, puisqu'il se trouve sur la seconde; donc 
il est à la fois équidistant des quatre points À, B, C, D. 
Done la surface sphérique décrite du point O comme 
centre avec le rayon OA passera nécessairement par 
ces quatre points. Donc par quatre points qui ne sont 
pas situés dans un même plan, on peut toujours dé- 
crire une surface sphérique. 

Je dis maintenant que lon ne pourra en faire passer 
qu'une seule, Imaginons, en effet, une seconde surface 
sphérique par les quatre points A, B, C, D. Son centre 
sera nécessairement sur la perpendiculaire FI, sans 
quoi, le pied de la perpendiculaire abaissée de ce centre 
sur le plan ABC étant différent du point F, ce centre 
ne serait pas équidistant des trois points À, B, C. Par 
la même raison , il se trouvera aussi sur la perpendicu- 
laire GK, et coïncidera, par conséquent, avec le point O. 
Les deux surfaces sphériques auront donc lemême centre 
et le même rayon, ct par conséquent n’en feront qu'une. 

549. Scnozir. Si les quatre points A,B,C, D, sont 
dans un même plan, les deux perpendiculaires FT et 
GK seront parallèles ; et, comme le centre de la sur- 
face sphérique qui passe par ces quatre points doit être 
sur chacune d’elles, ainsi que nous venons de le prou- 


Fig. 240, 
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ver, on voit qu'il sera impossible de décrire une pareille 
surface par les quatre points A, B, CG, D, à moins que 
FI et GK ne coïncident, ce qui exige que les quatre 
points se trouvent sur une même circonférence; et, en 


effet, tous les points de la perpendiculaire élevée par 
son centre sur son plan en sont équidistants. 


THéorèMEe Il. 


556. Toute section AMB, faite dans une surface 
sphérique par ur plan, est une circonference de 
cercle ; et si du centre O de la surface on abaisse 
une perpendiculaire OT sur ce plan, elle passera par 
le centre de la circonference, et percera, par consé- 
quent, la surface en deux points GetD, dont chacun 
sera également éloigne de tous les points de cette cir- 
conférence, et que l’on appelle ses pôrxs. 

Eu effet, si lon mène des rayons à tous les points 
de la courbe d'intersection A MB, ces rayons seront 
des obliques égales sur le plan de cette courbe, et, par 
conséquent, tous ces points seront équidistants du pied 
de la perpendiculaire OT : donc AMB est une circon- 
férence dont I est le centre; donc les points G et D sont 


chacun également éloignés de tous les points de cette 
circonférence. 


B51. CororLaIRE. Si l’on observe que dans le trian- 
gle rectangle OIM on a : 


OM'=OI RIM 

on verra que, la somme des carrés des deux droites OI et 
1M étant constante, si l’une de ces lignes augmente ou 
diminue, l’autre diminue ou augmente en même temps; 
d’où il suit : 
4° Qu'un cercle de la sphère est d'autant plus grand 
ou plus petit que son plan passe plus près ou plus loin 
du centre de ce corps; 

2° Que, quand il passe par ce point , il a le même 
centre et le même rayon que la sphere. C’est là son 
maximum : car la distance OT est alors minimum. 
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De là la distinction des cercles de la sphère en 
grands et en petits cercles. On appelle grand cercle 
celui dont le plan passe par le centre de la sphère, 
et petit cercle celui dont le plan n’y passe point ; 

3° Que deux petits cercles égaux sont équidistants 
du centre de la sphère, et réciproquement ; et que de 
deux cercles inegaux le plus grand est le plus près 
du centre, et réciproquement. 

552. Il suit de la définition des grands cercles de 
la sphère, 

4° Que tous les grands cercles sont egaux ; 

2° Que deux grands cercles se eoupent en deux 
parties égales : car leur ligne d'intersection est un 
diamètre commun à tous deux, puisqu'elle passe par 
le centre de la sphère; | 

3° Que par deux points donnes sur une surface 
sphérique, on peut toujours faire passer un arc de 
grand cercle, maïs que l’on ne peut en faire passer 
qu'un seul, puisque les deux points donnés et le centre 
de la sphère déterminent un plan. Cependant, si les 
deux points donnés étaient les extrémités d’un diamètre, 
on pourrait les joindre par une infinité d’ares de grands 
cercles, puisque, par une même droite, on peut con- 
duire une infinité de plans. 

4° Tout grand cercle divise la sphère et sa surface 
en deux parties égales qu’on nomme HÉMISPHÈRE : 
car, si après avoir renversé l’une des deux parties, on 
la place sur l’autre, en faisant coïncider leurs bases, 
les surfaces qui les terminent devront se recouvrir 
exactement, sans quoi tous leurs points ne seraient plus 
à la même distance du centre. 

593. ScHoLie 1. La perpendiculaire abaissee du 
centre d’une sphère sur un plan sècant quelconque 
satisfait aux cing conditions suivantes : À° passer 
par le centre de la sphère ; 2 étre perpendiculaire 
au plan sécant; 3° passer par le centre du cercle 
d’intersection ; 4° et 5° passer par chaque pole de ce 
cercle. Comme deux quelconques de ces conditions sul- 
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fisent pour déterminer une ligne droite, 1l en résulte 
que {oute droite qui salisfera à ces deux conditions 
Lx fera en même temps aux trois autres (82). 

BBA. SCHOLIE 11. SE l’on joint un pole d’un cercle 
avec les differents points de sa circonférence par des 
arcs de grand cercle, tous ces arcs seront égaux 
comme sous-tendus par des cordes égales, et de plus 
ils seront perpendiculaires à la circonférence (478) : 
car, on dit qu'un arc est perpendiculaire sur un autre 
quand leurs ee se coupent à angles droits (on verra 
plus tard (556) la raison de cette dénomination ). 

L’arc de grand cercle GN qui va d’un pole d'un 
grand cercle FNG à sa circonférence, est uit QUADRAN 
(désormais nous emploierons ce mot pour désigner le 
quart d’une circonférence de grand cercle); car, l'arc 
CN est compris entre les côtés d’un angle droit CON, 
et décrit son sonnnet O comme centre. 


THéorkèMe III. 


555. Sc l’on fait tourner un COMPAS SPHÉRIQUE 
(on appelle ainsi un compas à pointes recourbées) au- 
tour d’une de ses pointes fixée en G, sur la sphère, 
l’autre pointe, en glissaut sur sa surface, y décrira 
une circonférence dont la pointe fixe occupe un des 
poles. 

Menons, en effet, le rayon O CG et joignons le centre 
O avec tous les points A, M,B.... de la courbe dé- 
crite. Les droites CA, CM, CB.... sont toutes égales 
par construction ; donc les triangles GAO, CMO, 
CBO.... sont équilatéraux entre eux; donc les per- 
pendiculaires abaissées de leurs sommets A, M, B.... 
sur la base commune CO iront la couper au même 
point I, et détermineront ainsi un plan perpendiculaire 
au rayon CO. La courbe AMB est donc bien une cir- 
conférence dont C est un des pôles. 

Remar quons que, si l'ouverture du compas sphérique 
est égale à la corde qui sous-tend un quadran, les 


angles AOC, MOC, BOC.... seront déoits et 
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qu’ainsi tous les rayons AO, MO, GCO.... étant per- 
pendiculaires à OG, tous les points de la courbe AMB 
seront dans un plan passant par O, de sorte que cette 
courbe est une circonférence de grand cercle. 

556. Une courbe pouvant être considérée comme 
une ligne brisée dont les côtés sont infiniment petits, 
puisqu'on peut regarder la tangente à cette courbe 
comme ayant un élément de commun avec elle [507, (°)] 
on voit que la mesure naturelle de l’inclinaison de deux 
courbes qui se coupent est l’angle formé par les deux 
éléments qui correspondent à leur point d'intersection, 
c’est-à-dire, par les tangentes menées à chaque courbe 
en ce point. Nous dirons donc que l'angle forme par 
deux courbes qui se coupent est celui mème que for- 
ment les tangentes a leur point de section. 

Ainsi, l’angle formé par les deux arcs de grand 
cercle CGD et CND est précisément l'angle SCT fig, 240. 
Jorme par les tangentes CT et CS. Or, cet angle est 
la mesure de l’angle dièdre GCDN que font leurs 
plans ; donc on peut prendre l’un pour l’autre. C’est dans 
ce sens que l’on dit que l’angle de deux arcs de grand 
cercle est l’angle dièdre que font leurs plans. 

Si du point GC comme pôle, et avec une ouverture 
de compas égale à la corde d’un quadran, on décrit 
l’arc GN entre les côtés de l'angle sphérique C, et que 
l’on tire les rayons ON et OG, on formera un angle 
NOG, qui aura pour mesure l’arc GN. Mais cet angle 
est égal à SCT (458) ; donc l’angle formé par deux 
arcs de grand cercle a pour mesure l'arc compris 
erure eux, et décrit de son sommet comme pole. 


THÉORÈME [V. | 
557. Le plan tangent à la sphère est perpendicu- 
laire au rayon mené au point de contact. 
En effet, on peut le regarder comme déterminé par 
les tangentes CS et CT à deux circonférences de grand 
cercle tracées par le point C; or, ces deux tangentes 


sont perpendiculaires au rayon CO (84) : donc le plan 
tangent est lui-même perpendiculaire à CO. 
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On démontrerait, comme au n° 85, que le plan 
tangent à une sphère n’a qu'un point commun avec 
sa surface. 


THÉoRÈME V. 


596. Réciproquement, tout plan perpendiculaire 
a l'extrémité d’un rayon OC est tangent à la sphère. 

Car, si par le rayon OC on mène deux plans quel- 
conques, leurs traces sur le plan donné seront tangentes 
aux grands cercles suivant lesquels ils coupent la sphère: 
donc le plan tangent coïncide avec le plan dont il s’agit. 

On démontrerait, comme au n° 88, que tout plan 
qui n'a qu'un point commun avec une sphère lui est 
langent, 


THéorRèME VI. 


059. L'intersection de deux sphères est un cercle, 
et la droite qui joint les centres est perpendiculaire 
au plan de ce cercle, et passe par son centre. 

En effet, si l’on joint chaque point de la courbe 
d'intersection avec les centres des deux sphères, on 
formera une infinité de triangles isocèles équilatéraux 
entre eux : donc les perpendiculaires abaissées de leurs 
différents sommets sur leur base commune, c’est-à- 
dire sur la droite qui joint les centres, seront égales, 
et iront la couper au même point ; elles formeront donc 
un cercle dont le centre est sur cette droite, et dont 
le plan lui est perpendiculaire. 


Tuéorème VIT. 


560. Pour que deux sphères se touchent, il faut 
et il suffit que la distance des centres soit égale à 
la somme ou à la différence de leurs rayons. 

Voyez les démonstrations des n° 98, 99, 460 ct 
101. 


TaéorÈèmMe VIII 


BG1. Pour que deux sphères se coupent, il faut 
et il suffit que la distance des centres soit plus pe- 
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ile que la somme de leurs rayons, et plus grande 
que leur difference. 

Voyez la démonstration du n° 103. 

562. On appelle TRIANGLE SPHÉRIQUE l& portion 
de la surface de la sphère comprise entre trois arcs 
de grand cercle moindres chacun qu’une demi-cir- 
férence (°); telle est la figure ABC. Les plans de ces Fig. 242. 
grands cercles forment un angle trièdre dont le som- 
met est au centre de la sphère, et dont les faces et les 
angles dièdres ont pour mesures respectives les côtés 
ct les angles correspondants de ce triangle. Ainsi, Z« 
théorie des triangles spheriques se ramène immedia- 
tement & celle des angles trièdres. De cette remarque 
découlent, comme conséquences directes, les propo- 
sitions suivantes : 


TurorèiMe IX. 


063. Dans tout triangle sphérique un coté quel- 
conque est plus petit que la somme des deux autres 
et plus grand que leur différence. à ; 

Car, une face quelconque d’un angle trièdre étant 
plus petite que la somme des deux autres (493), on 
voit que sa mesure est plus petite que la somme des 
mesures de ces deux autres. 


(*) Ilexiste cependant des triangles sphériques dont les côtés 
sont plus grands qu’une demi-circonférence de grand cercle : 
car, si l’on achève la circonférence dont AB fait partie, et que 
de l'hémisphère C A BD on retranche le triangle ABC, dont Fig. 242. 
les trois côtés sont supposés satisfaire à la définition, la portion 
restante À DB C, comprise entre les trois arcs de grand cercle 
ADB, ACctBC, sera ainsi un triangle sphérique; mais le 
côté À D B est plus grand qu’une demi-circonférence. Toutefois 
on voit que, si l’on connaissait les angles et les côtés du trian- 
gle ABC, on aurait immédiatememt les angles et les côtés du 
triangle AD BC, C’est pour cela que l’on a exclu de la définition 
des triangles sphériques ceux qui sont tels que celui-ci. 


18 
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TRHÉORÈME X. 


964. Dans tout triangle sphérique la somme des 
trois cotés est plus petite que la circonférence d’un 
orand cercle. 

(os . , CE , 

Car, la somme dés trois faces d’un trièdre étant 
moindre que quatre droits (49/4), la somme de leurs 
mesures est moindre que la mesure de quatre droits, 
c'est-à-dire que la circonférence d’un grand cercle. 


THéorÈèmMe XL 


965. La somme des angles de tout triangle sphe- 

rique est plus grande que deux droits, et plus petite 
. d É . (n 95 
que siX droits (AY9). 

566. Scnorte. La somme des angles d’un triangle 
sphérique n’est pas constante comme celle des angles 
d’un triangle rectiligne; ainsi deux angles donnés ne 
déterminent pas le troisième, et un triangle sphérique 
peut avoir deux ou trois angles droits ou obtus. 


THrorsme XII. 


£ SE Ets A ; 

967 Deux triangles sphériques appartenant à la 

A x \ LA 
méme sphère ou à des sphères égales sont éguux 
dans quatre cas, savoir : 

_4° Lorsque leurs cotes sont égaux chacun à 
chacun ; 

2° Lorsque leurs angles sont égaux chacun à 
chacun ; | 

3° Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux 

ALL LA A 1 
cotes egaux chacun à chacun ; 
4° Lorsqu'ils ont un cote égal adjacent à deux 
LA à: 
angles égaux chacun à chacun ; 

Et qu'en outre leurs parties homologues sont sem- 
blablement disposees. 

On conçoit, en effet, que les angles trièdres corres- 
pondants à ces deux triangles étant superposables, ces 
triangles le seront aussi. 

968. Scuoux. Si les éléments dont l'égalité con- 
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stitue celle des deux triängles sont disposés däns un 
ordre inverse, ces deux triangles auront encore toutes 
leurs parties homologues égales; mais, comme ils ne 
sont plus superposables , on dit qu’ils sont symétriques. 


Taéorème XIIL 


909. SC des sommets d’un triangle sphérique 
ABC comme poles, on décrit trois arcs de grand Fig. 243. 
cercle, on formera un nouveau triangle sphérique 
A’B'C", dont les cotés seront les suppléments des an- 
gles du‘premier et dont les angles seront les supple- 
ments des cotés de ce premier triangle (*). 

O étant le centre de la sphère, on voit que puisque 
par construction les distantes de B’ à A et à Csont égales 
à un quadran, les angles B'OA et B'OC sont droits, et 
qu'ainsi OB est perpendiculaire au plan du cercle AC; 
par la même raison, O A’ et OC le sont aux plans 
respectifs des cercles BC et AB; donc l'angle trièdre 
OB'A'C" est le supplémentaire de OBAC. 

570. Scnozx. Il est bon toutefois d'observer que cet 
angle trièdre a ses arêtes dirigées en sens contraires de 
celles du trièdre S’ de la figure 227 par rapport à $, 
et qu'ainsi il est le symétrique du supplémentaire 
de OA BC. 

Remarquons encore que les sommets A”, B', C’ sont 
les pôles des cotés BC, AC et AB. En conséquence, les 
triangles ABC et A'B'C” sont appelés #riangles polaires. 


THÉORÈME XIV. 


971. La ligne la plus courte que l’on puisse tra- 
cer sur la surface d’une sphère d’un point À à un Fig. 244. 
autre B, est l'arc de grand cercle qui les unit. 

Supposons que la ligne la plus courte que l’on puisse 


(* ) Le triangle A’/B/C' se distingue des triangles que forment 
les ares qu’on à décrits en ce que les sominets À cet A’ sont du 
méme côté de B C, Bet B’ du même côté de AC, et C et C' du 
mème côté de AB. : | 


Fig. 245. 
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ürer sur la sphère du point A au point B soit une cer- 
taine ligne ACDEB différente de l'arc de grand cercle 
AMB. Prenons sur cette ligne un point quelconque D, 
et, ayant joint le point B au centre O de la sphère, 
faisons tourner le plan DBO autour de OB : il est 
clair que, comme tout est symétrique sur la surface de 
la sphère par rapport au point B, la ligne DM décrite 
par le point D aura tous ses points équidistants de B. 
Si donc ANMPB est le plus court chemin pour aller 
sur la sphère du point A au point B, en passant par 
le point M, on aura DEB—MPB, et par conséquent 


ACD<ANM...... (4): 


car, par hypothèse, A CD EB est une ligne plus courte 
que ANMPB. Or, si l’on joint le point D avec les 
points À et B par des arcs de grand cercle, le côté AB 
du triangle sphérique ABD sera plus petit que la 
somme des deux autres AD et DB : donc, en retran- 
chant d’une part MB, et de l’autre son égale DB, il 
restera AD > AM (*). Par conséquent, si l’on fait 
tourner le plan M A O autour du rayon AO, le point M 


décrira une courbe à laquelle le point D sera exté- 


rieur : donc ce point D est plus éloigné du point À que 
le point M, ce qui est contraire à l’inégalité (4). On 
ne pouvait donc pas supposer qu'il y eût du point A 
au point B une ligne plus courte que lare de grand 
cercle AMB : donc cet arc est le plus court chemin 
pour aller du point A au point B (*). 


(*) Ceci suppose que le point M est entre À et B ; or, s’il 
n’en était pas ainsi, on n’aurait qu'à faire tourner le plan ABO 
autour du rayon BO, et la courbe décrite par le point A serait 
enveloppe par celle que le point D a tracée: d’où il s’'ensuivrait 
que le point A serait plus près de B que ne l’est le point D, ce 
qui est contre l'hypothèse, 

(2?) On peut encore démontrer ce théorème de la manière 
suivante : 

Soit AMB {a ligne la plus courte que l’on puisse tracer sur 
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ProBLÈME I. 


572. Une sphère étant donnée, trouver son rayon. 

Marquons sur la surface sphérique trois points A, 
B, CG, à égale distance d'un point quelconque P de cette 
surface. Le plan déterminé par ces trois points cou- 
pera la sphère suivant un cercle dont P sera le pôle. 
Soit D son centre, AD sera son rayon. Nous obtien- 
drons ce rayon en construisant un triangle A’B C' dont 
les trois côtés soient égaux aux trois distances respec- 


la sphère du point À au point B. Je dis d’abord que, si l'on 
prend deux autres points quelconques N et P sur cette courbe, 
la ligne N MP sera aussi la plus courte que l’on puisse tirer du 
point N au point P: car, s’il n’en était pas ainsi, et que NQ P 
füt le plus court chemin de N à P, il est clair que ANQPB serait 
plus petit que A MB, ce quiest contre l'hypothèse, Or cela est 
vrai quelle que soit la longueur de lare N MP : ainsi il s’agit de 
déterminer quelle doit être la forme de la courbe AMB, pour 
que la somme de deux quelconques de ses éléments consécutifs 
soit la plus petite possible, Soient donc N M et MP deux de ses 
éléments. Menons aux points Net P deux plans tangents à la 
sphère : les éléments N M et MP seront tout entiers dans ces 
plans (599), quise couperont suivant une certaine droite RMS. 
Alors, s'ils ne sont pas perpendiculaires à cette droite, on pourra 
abaisser des points N et P des perpendiculaires sur RS. Sup- 
posons que le pied Q de la première soit plus près de M que ce- 
lui de la seconde, et joignons Q P; nous aurons : 


NQ+QP<NM-+MP. 
Mais, si MN et MP étaient perpendiculaires à RS, on au- 
rait, au contraire : 


NQ+LQP=>NM-LMP, 


Q étant toujours un point infiniment près de M. Donc /4pro- 
priété du minimum appartient aux deux éléments qu sont per- 
pendiculaires à l'intersection de deux plans tangents consécu- 
tifs, où, autrernent, aux deux éléments dont le plan est perpen- 
diculaire au plan tangent mené à leur point commun : car cette 
intersection est dans ce plan. Or le rayon qui va au point M, 
étant perpendiculaire au plan tangent, est dans le plan des deux 
éléments NM et MP, lequel passe en conséquence par le cen- 


Fig. 246. 
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tüves AB, AC et BC, et circonscrivant une circonfé- 
rence à ce triangle : car il est clair que ce cercle et 
celui déterminé par les trois points A, B, C, sont su- 
perposables. Nous connaïîtrons donc actuellement l'hy- 
poténuse A P et la base À D du triangle rectangle APD : 
ainsi il sera facile de construire le triangle A'P'D' égal 
à APD, ce qui déterminera l'angle P. Mais, si dans le 
plan APO nous concevons une perpendiculaire sur le 
milieu de AP, elle ira passer par le centre O de la 
sphère, et FO aura un triangle rectangle PFO, dont 
nous connaissons l'angle P et le coté PF, moitié de 
À P. Ainsi, en élevant une perpendiculaire FO” sur le 
milieu de P'A", nous formerons le triangle rectangle 
P'F'O' égal à PFO : donc P'O'= PO; donc P'O' est le 
rayon de la sphère. 

Si l’on élève au point O’une perpendiculaire O'Q'— 
O'P’ sur O'P’, la distance P'Q" sera l'ouverture qu’il 
faudra donner au compas sphérique pour décrire des 
orands cercles sur la sphère. 


tre de la sphère : ainsi le plan de deux éléments consécutifs de 
la ligne AMB a de commun avec celui déterminé par lun 
de ces éléments et le suivant, une droite et un point ; donc 
tous les points de cette courbe sont dans un même plan qui 
passe par le centre de la sphère ; donc AMB est un arc de grand 
cercle. 

Nous venons de voir que la propriété du minimum appar- 
tient aux deux éléments dont le plan est perpendiculaire au plan 
tangent mené à leur point commun: le plan de ces éléments est 
donc normal à la surface. De là ce théorème remarquable : 

La ligne la plus courte que l’on puisse tracer sur une surface 
entre deux points donnés est celle qui jouit de cette propriété que 
le plan de deux éléments consécutifs quelconques , est normal a 
cette surface. 


- 
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ProBzèME Il. 


573. Décrire une circonference de grand cercle 
qui passe par deux points donnes N et ë sur la sur'- 
Jace d’une sphère. 

Il ne s’agit évidemment que de chercher un pôle de Fig. 240. 
la circonférence demandée. Or, ce pôle est distant d’un 
quadran de chacun des deux points donnés : donc, si 
des points N et G comme pôles, et avec une ouverture 
de compas sphérique égale à la corde d’un quadran, 
nous décrivons deux circonférences, leurs points d’in- 
tersection C et D seront les pôles de la circonférence 
demandée, que l’on décrira en faisant tourner le compas 
autour d’une de ses pointes fixée en G ou en D. 


PROBLÈME III. 


874. Mener par un point donné un arc de grand 
cercle perpendiculaire à l’arc de grand cercle 
donnée NG. 

On coupera cet arc prolongé, s'il est néces- 
saire (973), par un autre décrit du point donné 
comme pôle, avec une ouverture de compas égale à la 
corde d’un quadran, et le point de section sera le pôle 
de l’arc demandé, qu'il sera alors facile de décrire. 

Si l'arc donné appartient à un petit cercle AMB, on 
déterminera d’abord sur cet arc deux points M et B 
également distants du point donné C, puis un second 
point P équidistant de ces deux-là, et il ne s'agira plus 
que de faire passer un arc de grand cercle par les points 
C et P. On concoit, en effet, que si l’on joint les trois 
points C,Pet Oiiliendels corde MB par des 
lignes droites, ces droites seront perpendiculaires à 
cette corde, et détermineront ainsi un plan qui lui 
sera perpendiculaire, et dont l'intersection avec la 
sphère sera un arc de grand cercle perpendiculaire à 
l'arc AMB. 


979. PROBLÈMES À RÉSOUDRE. 4° Par trois points 
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donnés sur la surface d’une sphère décrire une cir- 
conference de cercle. — Trouver le pole d’un cercle 
donne. | 

2° Décrire une circonference de grand cercle qui 
passe par un point donné sur la surface d’une sphère 
et qui soit tangente & une circonference donnee de 
petit cercle. 

3 Par un point donné sur la surface d’une sphère 
tracer un arc de grand cercle qui fasse un angle 
donné avec un arc donne de grand cercle. 

4° Décrire un arc de grand cercle tangent à deux 
cercles donnés sur la surface d’une sphère. 
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LIVRE VIII. 


DES POLYÉDRES. 


CHAPITRE PREMIER. 


PHOPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES POLYEÈDRES. 


976. On appelle POLYÈDRE un corps terminé de 
toutes parts par des plans. Ces plans se coupent deux 
à deux suivant des lignes droites : de sorte que le po- 
lyèdre se trouve ainsi limité par une série de poiygones 
que l’on nomme ses faces, et dont l’ensemble forme sa 
surface. Les côtés de ces faces sont les arétes du po- 
lyèdre, et ses sommets sont ceux mêmes de ses angles 
polyèdres. Enfin on appelle diagonale Va droite qui 
joint deux sommets non adjacents à la même face. 

577. Un polyèdre est convexe ou à angles sail- 
lants lorsqu'une ligne droite ne peut rencontrer sa 
surface en plus de deux points; dans le cas contraire, 
il est concave où à angles rentrants. 

578. On classe les polyèdres d’après le nombre de 
leurs faces. Ainsi on appelle 

tétraèdre un polyèdre qui a 4 faces, 
pentaèdre. M... 
RÉLOELTE OA E + 200 

etc. 


On ne pousse guère cette nomenclature, au delà du 
polyèdre de huit faces, que pour le dodecaèdre et l’ico- 
saèdre, polyèdres de douze et de vingt faces. 

Remarquons que /e tétraèdre est le plus simple des 
polyèdres ; car il faut au moins trois plans pour former 
un angle polyèdre, et ces trois plans laissent un vide 
que l’on ne peut fermer qu'à l'aide d’un quatrième 


Fig. 247. 
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plan. Il est clair que les faces du tétraèdre sont des 
triangles. 


THéoORÈME I. 


579. Deux tétraèdres SABC et S'A'B'C sont 
égaux lorsqu'ils ont leurs arêtes égales chacune à 
chacune, et que les faces formées par les arêtes ho- 
mologues sont semblablement placées. 

IL suit immédiatement de cet énoncé que le trièdre 
S, par exemple, est égal au trièdre S° (467 et 497), 
À. sorte qu’en superposant ces deux trièdres, les us 
tétraèdres auront leurs sommets confondus, et par con- 
séquent coincideront parfaitement. 


THéoRrÈèME IL. 


580. Deux tetraèdres SABC et S'A'B C’ sont 
égaux lorsqu'ils ont un angle dièdre égal AB—A'R' 
compris entre deux triangles SAB et S'A'B, ABC 
et A'B'C', égaux chacun à chacun et semblablement 
vlaces. 

C’est la démonstration même du n° 159. 


THéoRÈME III. 


584. Deux tetraèdres SABG et S'À'B:C' sont 
évaux lorsqu'ils ont une face égale ABC = A'B'C, 
adjacente à trois angles dièdres égaux chacun à 
chacun , et dont les faces homologues sont sembla- 
blement placées. 

C’est la démonstration même du n° AGA. 

962. Les tétraèdres sont dans l’espace ce que les 
triangles sont sur un plan. Ainsi, de même que l’on 
détermine la position d'un point sur un plan en le 
liant par un triangle à à deux autres points donnés sur 
ce plan, de même aussi on fixe la position d’un point 
dans l’espace en Îe liant par un tétraèdre avec trois 
autres points donnés : d’où il suit qu’un polyèdre quel- 
conque sera déterminé en donnant les sommets de 
trois de ses angles polyèdres, et leurs distances à tous 
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les autres (579): de sorte qu'en désignant parS le nom- 
bre total de ses sommets, sa détermination exige que 
l’on connaisse les 3 (S—3) lignes qui vont aboutir 
aux sommets du triangle que l’on à choisi pour base, 
et en outre les trois côtés de ce triangle, ce qui fait en 
tout 3(S—3) +3—=3(S — 2) données. Observons 
toutefois que Legendre a reconnu que le nombre de 
ces données peut être beaucoup moindre que 3 (S8—2). 

969. On appelle PYRAMIDE un polyèdre dont une 
des faces est un polygone quelconque, et dont toutes 
les autres sont des triangles qui ont leur sommet au 
méme point. Ainsi SABCDE est une pyramide dont 
le polygone ABCDE est la Dase et S le sommet. La Fig. 248. 
perpendiculaire SO, abaissée du sommet sur la base, 
est la auteur de la pyramide. 

Une pyramide est dite #riangulaire, quadrangu- 
laire, pentagonale , ete., selon que sa base est un 
triangle, un quadrilatère, un pentagone, etc. Une 
pyramide triangulaire n’est autre chose qu'un té- 
traèdre. 

96/4. Si l’on observe que la surface latérale d’une 
pyramide peut être engendrée en faisant glisser sur Île 
contour de sa base une ligne droite assujettie à passer 
par son sommet, on en conclura qu'un cône m'est 
qu'une pyramide dont la base a un nombre infini de 
côtés infiniment petits (309). 

909. Une pyramide est RÉGULIERE lorsque sa base 
est un polygone régulier, et qu’en méme temps son 
sommet se projette au centre des cercles inscrit et cir- 
conscrit & ce polygone. 

986. Si l’on construit deux cônes qui aient ces cer- 
cles pour bases, et pour sommet commun celui de la 
pyramide, 1l est clair que le premier touchera chaque 
face latérale de cette pyramide (527) suivant la ligne 
qui va du sommet au milieu de la base de cette face, et 
que les arêtes de la pyramide seront des génératrices 
du second cône. En conséquence, on dit que ces cônes 
sont éascrit et circonscrit à la pyramide ,'et la géné- 
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ratrice du premier se nomme l’apothème de cette py- 
ramide. 


TaéordmE IV. 


587. Si l’on coupe une pyramide par un plan pa- 
rallèle à sa base, les arêtes et toutes les lignes issues 
du sommet seront coupées par ce plan ent parties pro- 
portionnelles (463); la section sera un polygone 
semblable a la base, et les aires de ces polygones se- 
ront proportionnelles aux carres de leurs distances 


Fig. 248, A sommet. 


Soit la pyramide SABCDE et A"B'C'D'E" la sec- 
tion faite dans cette pyramide par un plan parallèle à 
sa base. 

4° Je dis d’abord que le polygone A’B'C'D'E" est 
semblable à ABCDE. En effet, ces polygones sont 
équiangles, puisque leurs angles ont leurs côtés pa- 
rallèles et dirigés dans le AIS sens. Ensuite ils ont 
leurs côtés homologues proportionnels, car la simili- 
tude des triangles” S AB cet S'A'B’, SBC et S'B'C, 
SCD et S'C'D', etc., donne 


ABAAB SP: SB, 
SB2 5 B2: 2:10: DCS OC LS 
SOPBÉES CD: CDS D SDS 
etc. 
d’où l’on tire 
AB :AfB®#%°BC : B'C' :: CD : C’D':: 
2° La similitude des D2nnes À ABCDE et A'B oc D' 2 
nous donne (598) 
ABCDE: A'B'CD'E':: AB: AB :: SB°: SB'°::S0°:50*, 


308. CororLaire. St les bases de deux pyramides 
de même hauteur SO et TH sont situées sur un méme 
plan, les aires des sections A'B'C'D'E' es F°C'T'K', 
Laites dans ces pyramides par un plan parallèle ä 
celui-là, seront proportionnelles aux bases ABCDE 
et F GTK. 
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On a en effet les deux ses 

ABCDE : y. A'B’ CG 'D'E' : ..i SO? : SO”, 

PORC: R GUCK" TH : TH: 
mais, par hypothèse, SO=TH, et SO’= TH: 
donc 

ABCDE : FGIK :: A'B'C'D'E' : F'GTK'. 

969. On nomme PARALLÉLIPIPÈDE w#n corps Ler- Fig. 249. 
miné par six plans parallèles deux à deux. 

Il suit de cette définition qu'un parallélipipède est 
déterminé lorsque l’on connaît trois arêtes et l’angle 
trièdre qu'elles forment; car il suffit alors, pour le con- 
struire, de mener par lextrémité de chaque arèête un 
plan parallèle à celui des deux autres. 


THÉORÈME V. 


590. Les faces d’un parallélipipède sont des pa- 
rallélogrammes ; celles qui sont opposées : sont egales ; 
les angles trièdres opposés sont symétriques ; et les 
diagonales menees par les sommets de ces angles se 
coupent mutuellement en deux parties éxales dans 
un méme point, qui est le cxNtTRE du parallélipi- 
pède. 

4° Chaque face telle que ABCD est un parallélo- 
gramme, parce que ses côtés opposés sont parallèles 
comme intersections de deux plans parallèles par un 
troisième, 

2° Les deux faces opposées ABCD et FGIK ont 
leurs côtés AB et FG, BC et GI, égaux et paral- 
lèles (#74) : donc elles 4 un angle égal (458) com- 
pris entre COLÉS égaux chacun à aeuns et sont par 
conséquent égales "A82). 

3° Si Pon prolonge les arêtes du trièdre C, on for- 
mera un trièdre C B'D'T symétrique de CBID (498), 
mais qui sera égal au trièdre F; car leurs faces sont 
égales chacune à chacune (438), et semblablement 
placées : donc le trièdre GBID est le symétrique de F. 

° Considérons les deux diagonales BK et GD qui 


24. A 


. Leu Less TT. oh Miene Los St dé NE rise dre A 
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joignent les sommets opposés B et K et G et D. Il est 
clair qu’en joignant BD et GK, on formera un paral- 
lélogramme BDGK (178), to lignes seront les 
diagonales : : donc elles se coupent mutuellement en 
parties égales. Il en sera évidemment de même pour 
l’une quelconque des deux diagonales BK et GD, et 
chacune des deux autres AT et CF : donc les quatre 
diagonales qui joignent les sommets opposés se coupent 
au même point et en deux parties égales. 

5° Je dis enfin que leur point de section O est le 
centre du parallélipipède. Menons, en effet, par ce 
point une droite quelconque MN, et soient M et N 
les points où elle perce les deux faces opposées BF et 
CK. Si nous faisons passer un plan par cette droite et 
par la diagonale BK, ses traces BM et KN sur ces 
deux faces seront barallèles (AS) : done les triangles 
OBM et OKN auront un côté égal BO—OK adja- 
cent à deux angles égaux chacuh à chacun, savoir, 
BOM—=KON (49) et OBM—OKN (69, 1 "Ve 
donc ils seront égaux; donc OM—ON; donc toute 
ligne qui, passant par le point O, va se terminer à la 
surface du parallélipipède, est divisée en ce point en 
deux parties égales; donc ce point est le centre de cette 
surface (4890). 

594. Deux faces opposées quelconques d’un paral- 
lélipipède se nomment ses bases, et la perpendiculaire 
abaissée d’un point de l’une sur l’autre est sa auteur. 

592. Un parallélipipède est droit lorsque ses arêtes 
latérales sont perpendiculaires aux plans des bases; 


mais si, en outre, ces bases sont des rectangles, on lui 


donne le nom de parallélipipède rectangle, car toutes 
ses faces sont alors des rectangles. 

5953. Si les trois arêtes contiguës d’un parallélipi- 
pède rectangle sont égales, ses six faces deviennent des 
carrés, et on l'appelle alors un cube. Il est clair que le 
cube est à la fois inscriptible et circonscriptible à la 
sphère. 

594. Le prisme est un polyèdre dont deux faces 


F7, 
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sont des polygones ABCDE et FGHIK, qgué ont Fig. 250. 


leurs cotés égaux et parallèles chacun à chacun, et 
dont les autres faces AG, BH... sont déterminées 
ar les plans conduits suivant les cotés homologues 
ABe:FG, BC et GH...., de ces polygones. Ces au- 
tres faces sont évidemment des parallélogrammes (178; 
on les nomme les faces /atérales du prisme, tandis que 
les deux polygones ABCDE et FGHIK sont appelés 
ses bases. La hauteur de ce polyèdre est la distance de 
ses deux bases. 

999. Un prisme est droit lorsque ses arêtes laté- 
rales AF, BG..... sont perpendiculaires aux plans 
des bases. 

Un prisme est triangulaire, quadrangulaire, pen- 
tagonal , ete., selon que ses bases sont des triangles, 
des quadrilatères, des pentagones, etc. 

996. Si la base d'un prisme est un parallélogramme, 
ses faces latérales seront parallèles deux à deux (458), 
de sorte que ce polyèdre sera un parallélipipède (589). 

997. Si l’on observe que la surface latérale d’un 
prisme peut être engendrée en faisant glisser une de 
ses arêtes latérales parallèlement à elle-même sur le 
contour de sa base, on en conciura qu’un cylindre est 
un prisme dont la base a une infinité de côtés infini- 
ment petits. 

598. Un prisme est RÉGULIER lorsqu'il est droe, 
et que sa base est un polygone régulier. 

Si l’on construit deux cylindres droits qui aient 
même hauteur qu'un prisme régulier, et pour bases les 
cercles inscrit et circonserit à la sienne, ces cylindres 
seront dits #2scrit et cérconscrit au prisme (33%). 


Taéorème VI. 


599. Deux prismes AH et A'H° sont égaux lors- 
qu’ils ont un angle trièdre compris entre trois faces 
égales chacune à chacune et semblablement placees, 
savoir : 


ABCDE= A'B'C'D'E', AK —A'K', AG= AG". 
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Il suit immédiatement de cette hypothèse que Îles 
trièdres À et À” sont égaux (497), et que par consé- 
quent, si l’on superpose les deux bases ABCDE ct 
A'B'C'D'E'en faisant coïncider leurs côtés homologues, 
les arêtes AF et A’F", coïncideront aussi; et, comme 
elles sont égales, le point F’ tombera sur le ROME F: 
donc les parallélogrammes AK et AK’, AG et A'G'se 
recouvriront exactement ; donc il en sera de même des 
bases supérieures, et, par suite, des faces latérales 
BH et B'H', CI et C'T', etc.; donc les deux prismes 


sont égaux. - 


600. CoroLLAIRE 1. Deux prismes droits sontegaux 
lorsqu'ils ont des bases ègales et des hauteurs égales : 
car toutes leurs faces Perle sont des rectangles égaux 
chacun à chacun. Si donc les trièdres À et A”, par exem- 
ple, ont leurs faces semblablement placées, la condition 
énoncée au n° 999 sera remplie, et les prismes seront 
égaux ; ;: sil n’en est pas ainsi, les trièdres À et F” seront 
Cga tUX , CE par conséquent fes prises le seront aussi. 


GO. Cororcaire 11. Deux parallélipipèdes sont 
égaux dans les mêmes circonstances où deux prismes 
le sont (295). 


60%. CorozLaire 111. Un prisme est déterminé 
quand on connaît sa base et l’une de ses arêtes latérales 
en) grandeur et en direction. 


THÉéorRÈME VII. 


605. Un polyedre quelconque peut toujours étre 
partage en DY ramides , et méme en tetrakdres. 


Nous distinguerons Que cas, suivant que le polyèdre 
sera COnvexe où concave. 

4° Sile polyèdre est convexe, on conduira des plans 
par un sommet quelconque À, et par chacune des arêtes 
des faces non adjacentes à ce Sommet, et il sera ainsi 
décomposé en autant de pyramides qu il y a de ces faces. 

Si maintenant on partage la base de chaque pyramide 
en triangles, et que l’on mène des plans par chaque 


= 


El. 
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ligne de division et par le sommet commun, on décom- 
posera chacune de ces pyramides , et partant le polyèdre 
proposé, en tétraèdres. 

2° Si notre polyèdre est concave, on le partagera 
immédiatement en pyramides, et par suite en tétraèdres, 
si, d'un point pris dans son intérieur, on peut mener à 
tous ses sommets des droites qui, pour y arriver, ne 
traversent aucune de ses faces. S'il n’en est pas ainsi, 
nmenez par le sommet de l’un de ses angles rentrants un 
plan qui passe entre les arêtes de cet angle, et le po- 
lyèdre se trouvera ainsi partagé en deux polyèdres qui, 
pris ensemble, auront un angle rentrant de moins que 
le premier. Si donc vous opérez de la même manière 
sur chacun de ceux-ci, et ainsi de suite, vous finirez 
par décomposer le polyèdre proposé en un certain 
nombre de polyèdres convexes, ce qui vous ramènera 


’ 


au premier Cas. 


#4 


Taéorème VIIL 


*604. Le nombre F des faces d’un polyèdre, aug- 
menté de celui S de ses sommets, surpasse de deux 
unités le nombre À de ses arétes, de sorte que l’on a 
F+S—A—?2 ER 

En effet, si l’on enlève une des faces de ce polyèdre, 
il deviendra un polyèdre ouvert, dont le nombre des 
faces sera (F—1 ), et qui aura le même nombre d’arêtes 
et de sominets que le proposé. Supprimons une quel- 
conque des faces de ce second polyèdre, qui soit adja- 
cente à la première. Il est clair que l’on aura effectué 
cette suppression en Ôtant un polygone ouvert, lequel 
aura nécessairement un sommet de moins qu'il n'a de 
côtés : donc, si l’on désigne par s le nombre des som- 
mets qu'on a enlevés, par F”, S’ et A’ le nombre des 
faces, des sommets et des arêtes du nouveau polyèdre, 
on aura : 

F'=F—", S'=S—s, A'—A—s—1: 
D EE ue "2 

(*) Ce théorème est dû à Eur. 
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donc EH S'—A'—(F—1)+S—A. 

Ainsi, en enlevant une face d’un polyèdre ouvert 
quelconque, l'excès du nombre des faces augmenté de 
celui des sommets sur le nombre des arêtes, demeurera 
constant. Il en sera done de même si l’on supprime une 
seconde face, une troisième, etc., jusqu’à ce que l’on 
ait réduit le polyèdre à un simple polygone; mais alors 
la différence dont il s’agit sera évidemment égale à 
l'unité, puisqu'un polygone a autant d’arêtes que de 
sommets , donc: 

F—1 + S—A—1 :d'où F+S—A—92, 
ce qu'il fallait démontrer. | 

605. Scnorir. Ce théorème n’est qu’un cas parti- 
culier d’un autre dû à M. Cauchy, et que l’on démon- 
trerait de la même manière. (Annales de mathemati- 
ques et Journal de l École polytechnique.) 

* 606. CorozLaiRe. La somme des angles de toutes 
les faces d’un polyèdre est égale & autant de fois 
quatre droits qu’il y a d'unités dans l’excès du nombre 
des arêtes sur celui des faces, ou à autant de fois 
quatre droits qu'il y a de sommets , moins deux. 

On sait en effet que la somme des angles d’un polygone 
est égale à autant de fois deux droits qu'il a de côtés, 
moins guatre droits : donc la somme V des angles de 
toutes les faces d’un polyèdre est égale à autant de fois 
deux droits que ces faces ont de côtés, moins autant de 
fois quatre droits qu'il y a de faces. Maïs, comme chaque 
arête appartient à deux faces, on voit qu'en comptant 
le nombre des côtés de toutes les faces du polyèdre, on 
trouve un nombre double de celui de ses arêtes : donc 
l'expression de V est 

V=224A—AF—A4(A—F)=4(S—2), 
d’après le théorème d'Ewler, ce qu'il fallait démontrer. 

*697. M. Gergonne a prouvé, dans les 4znales de 
mathématiques, qu'a l’exception de quelques théo- 
rèmes, tels que celui d'£uler, dans lesquels le nombre 
des faces et celui des sommets figurent de la même ma- 
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pière, il n’est aucun théorème de ce genre auquel il re 
doive en répondre un autre, qui s’en déduit indispensa- 
blement , en y permutant simplement entre eux les mots 

Jaces et sommets. Nous allons indiquer brièvement la 
marche qui conduit à ces théorèmes, 

Soient c,d,e,f,g, h.... le nombre des faces qui 
ont 3, 4, 0: 6, + À : FI cotés, et C d', REA #5 RCA S 
le nombre des angles polyèdres qui ont 3, 4, 5,6, 7, 
8.... faces. 

Comme chaque arête appartient à deux faces et abou- 
tit à deux sommets, on aura 
24 = 3c + hd + beLGf+..., 24 —3c + 4d' + be! + 6f' +... 

Or, si l’on retranche de 2A, 2c + 4d + he + 6f 
+ 6g + 84 ...., le reste c + e + g + … sera pair. Il 
en est évidemment de même pour la quantité c'+e!+ 9" 


+: donc 


Les rAcEs d’un nombre Les SoMMETS d’un nom- 
impair de cotes sont tou- | bre émpair d'arétes sont . 
Jours en nombre pair. toujours en nombre pair. 


D'un autre côté 

F=c+td+te+f+..…., S=c+d'+e+f +... 
donc, en substituant ces valeurs de F, S, A, dans 
l’équation F + S = À + 2, après en avoir doublé tous 
les termes, il viendra 
2(c+d He Lf H.....)=44c HI LHC HA LE... | 
Qc Hd Le Ep his )=4be Hd 3e HA +... (D: 
équations qui se changent l’une dans l’autre par la simple 
permutation des lettres c et €”, d'et d', etc. : donc elles 
expriment des théorèmes qui se changent l’un dans l’au- 
tre par la seule permutation des mots fäce et sommet. 

Si l’on ajoute la seconde au double de la première, 
ce qui revient à éliminer c’ entre elles, on trouvera: 
3H dH+ 6124244 Bi 4.) HO HD HIS +) (2), 
équation absurde si ec, d, e, sont nuls : donc 

Il n’y a aucun polyèdre dont toutes les FACES aient 
plus de cinq cotés, ou dont tous les sommets aient plus 
de cing arêtes. 
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Si dete sont nuls, e vaut au moins; si c et e sont 
ouls, 4 vaut au moins 6; si c et d sont nuls, e vaut 
au moins 42 : donc | 


Un polyèdre qui n’a ni} Un polyèdre qui n'a ni 
FACEs guadrangulaires nilsommers {étraèdres ni pen- 
pentagonales, a au moins|taèdres, à au moins qua 
quatrerAcrstriangulaires.|tre soMmETs trièdres. 

Un polyèdre qui n’a nil Un polyèdre qui n’a ni 
FACES /riangulaires ni pen-|SOMMETS trièdres ni pen- 
tagonales, a au moins six\taèdres, & au moins six 
FACES guadrangulaires.  |sommers tétraèdres. 

Un polyèdre qui n’a nil Un polyèdre qui n ‘a ni 
FACES /riangulaires ni qua-|SOMMETS trièdres nt tétraë- 
drangulaires, a au moins|\dres, a au moins douze 
ee FACGES pentagonales.|SOMMETS pentaèdres. 


« 


Si d',e',f"... étant nuls, on suppose que UE 
RE +) OU C, €, 8; heu Où CNE hi 1s0ientinuls 
en même temps, on aura c == 4, oud—6,oue—12: 
donc 


Sitous les SOMMETS d’un! Si toutes les FACES d’un 
polyèdre sont trièdres, et\polyedre sont triangulai- 
qu’il n'ait que des rAcxsires, et qu'il n'ait que des 
triangulaires et hexago-|\sommers trièdres et hexaë- 
Er ou quadrangulaires dres, ou tétraèdres et 
el hetagonales, ou penta-\hexaèdres, ou pentaèdr es 
gonales et hexagonales, illet hexaèdres, il a neces- 
a nécessairement quatre|saitrement quatre SOMMETS 
FACES #iangulaires, oultrièdres, où six SOMMETS 
Six dLad'ane oulaires ou létraïres, ou douze pen- 
douze pentagonales. taëdres. 


Sid, e,f,g.. : étant nuls, on suppose que tous les 
sommets soient trièdres, ou tétraèdres, ou pentaèdres, 
onde on 3 c— 12 L24 M0 12 +465 


mais l'équation (2) donne, en permutant c et c’, d'et 
d', etc.: 


BC Hd 4 19 4 (g HUW HP+.. Ode + BE)..(3) 
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d'où l’on tire, dans nos deux dernières hypothèses, 
d'=6 et'é—12, partant ce — 8 ou c — 20. 

Sic,e,f... étant nuls, on suppose que tous les 
sommets soient trièdres, on a 4—6. On ne saurait 
supposer que les sommets, ayant tous le même nom- 
bre d'arêtes, en eussent chacun plus de trois : car les 
por ) et (8) seraient alors contradictoires. 

Si €, d, J5 8 g... étant nuls, on suppose que tous les 
sommets soient trièdres, on aura e— 12. On ne sau- 
ait supposer que les sommets, ayant tous le même 
nombre d'arêtes, en eussent chacun plus de trois : car 
alors les équations (2) et (3) seraient contradictoires. 
Ainsi. 

Il ne peut y avoir que cinq sortes de polyèdres 
dont toutes les faces aient le même nombre de cotés, 
et tous les angles le méme nombre d’arétes : ce sont 
le zetraèdre, Pride l’icosaèdre, Vhexaëèdre et le 
dodécaèdre. 

Si l’on ajoute les équations (1), d et d’disparaïtront, 
et l’on aura : 


CH C8 (e+ 28.) HSE RE) (4). 


Si l’on élimine e entre les équations (4), il viendra : 


. A4c+9d+c—20+9(/+99+...)49d 45e 2... (5). 

On déduira de ces deux dernières équations des 
théorèmes analogues à ceux que nous avons établis plus 
haut, et entre autres celui-ci : 

Un polyèdre ne saurait être privé à la fois de faces 
triangulatres et d’angles trièdres, et il faut même que 
le nombre des uns et Des autres ne soit pas moindre 
que huit. 


TaéorèMe IX. 


608. Deux polyèdres sont égaux lorsqu ils ont 
toutes leurs faces égales chacune à chacune, sem- 
blablement placées et également inclinees. 

En effet, si lon place une des faces de l’un des po- 
lyèdres sur “celle qui lui est égale dans l’autre, on verra 


PE 5e se Sécu let 


Fig. 251. 
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facilement que les faces qui lui sont contiguës vien= 


dront coïncider avec leurs homologues, et ainsi de 
suite de proche en proche, de sorte que le premier 
polyèdre recouvrira exactement le second. 

Observons toutefois que lénoncé de ce théorème 
renferme évidemment plus de conditions qu'il n’en faut 
pour que deux polyèdres soient égaux. M. Cauchy à 
démontré en effet que deux polyèdres convexes sont 
égaux quand ils ont toutes leurs faces égales chacune 
à chacune, et semblablement placées. (Journal de 
l'Ecole polytechnique.) 
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CHAPITRE IL 


DES POLYÈDRES SEMBLABLES. 


609. On appelle TÉTRAËDRES SEMBLABLES deux té- 
traèdres qui ont leurs arêtes proportionnelles et sem- 
blablement disposées (*). existe de pareils tétraèdres, 
car si l’on prend sur la direction des arêtes S A, SB, 
SG, du tétraèdre S ABC des distances SD, SE, SF qui 
leur soient respectivement proportionnelles, le plan 
qui passera par les trois points D,E,F, déterminera 
un tétraèdre SD EF, dont les arêtes seront toutes pro- 
portionnelles à celles du premier. En effet le plan sera 
parallèle au plan ABC (46/4); donc les triangles À BC 
et DEF, sont semblables, et par conséquent 


ND OR D G 


+ es 
— 


DE  DF F? 


(*) Il fautentendre par là que les trois arêtes qui déterminent 
un angle trièdre sont proportionnelles à celles qui déterminent 
un autre angle trièdre , et que si l’on dispose les plans de deux 
facés des tétraèdres, de manière que deux arêtes de l’une coin- 
cident avec les deux arêtes homologues de l’autre, les sommets 
opposés à ces faces seront situés d’un même côté du plan com- 
mu. 


4 
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mais la similitude des triangles SAB, SDE, donne 


aussi 
S A AB 


Donc on a 
SAINS: ÀB LAC BC 
SD 7 SSP" DE DPF EF 
On voit de plus que les arêtes de nos deux tétraëdres 
sont semblablement disposées. 

GAO. Il suit de cette définition que deux tétraèdres 
semblables ont leurs faces semblables chacune à 
chacune (248), leurs angles trièdres et dièdres égaux 
chacun à chacun (A97). 


THÉORÈME I. 


GAL. Deux tétraèdres SABCG et S'A'B'C' sont 
semblables, lorsqu'ils ont un angle dièdre égal com- 
pris entre deux faces SAB et S'A'B', SAC et S'A'C 


/ 


semblables chacune à chacune et semblablement : 


disposées. 

Je prends, à partir du point S, SD — S'A', SE — 
S'B', SF — S’C’ et par les trois points D,E, F, je 
mène un plan. Ce plan coupera donc les arêtes de 
l’angle trièdre S en parties proportionnelles, puisque 
ces arêtes sont proportionnelles à celles de l'angle trièdre 
S', à cause de la similitude des triangles S A B et S'A'T", 
SAC et S'A'C’ : donc il est parallèle à ABC ; done le 
tétraèdre SDEF est semblable à SABC (609). Mais 
les tétraèdres SDEF et S'A’B°C sont superposables , 
car les angles trièdres S et S' sont égaux (504 ), donc 
ce dernier est aussi semblable à S ABC. 


TarorÈèME IL. 


612. Deux tétraèdres SABCG et S'A'B'C sont sem- 
blables lorsqu'ils ont une face semblable adjacente à 
trois angles dièdres égaux chacun à chacun et dont 
les faces homologues sont semblablement disposées. 


Soit la face SAC semblable à S'A’C’. Prenons 


# 


DEA LS On Se > + a x 
: "4 LÉ + pi 


Fig. 2592, 
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encore SD = S'A', SE — S'B', SF == S'C' et 
menons un plan par les trois points D,E, F, Le trièdre 
S est égal au trièdre S' (502); donc les deux tétraè- 
dres SDEF et S'A’B'C' sont superposables, et l'an- 
gle dièdre SDFE est par conséquent égal à S'A'C'B', 
et par suite à l'angle dièdre SA CB. Puis donc que la 
similitude des triangles SAC et SD F exige que l’arète 
DF soit parallèle à AC, on voit que le plan DEF est 
parallèle à ABC(486); donc le tétraèdre SDEF, c'est- 
à-dire S’A’B'C'est semblable à SA BC. 


THéorèmEe III. 


6153. Deux tctraèdres sont semblables lorsqu'ils 
ont tous leurs angles dièdres egaux chacun à chacun 
et semblablement disposées. 

En effet nos deux tétraèdres ont leurs angles triè- 
dres égaux chacun à chacun ( 500), de sorte que leurs 
faces homologues sont équiangles entre elles et que 
par conséquent leurs arêtes homologues sont propor- 
tionnelles. 

G1/4. Scnortr. L’énoricé de ce théorème renferme 
une condition de trop, car, pour établir la similitude 
des faces des deux tétraèdres, il suffit de supposer que 
cing angles dièdres soient égaux chacun à chacun. 

G15. On appelle polyèdres semblables deux polyè- 
dres qui sont composées d’un même nombre de tétraè- 
dres semblables chacun à chacun et semblablement 


disposes (°). 


(r) C'est-à-dire, 1° que les deux angles dièdres dont l’arête 
commune est une des arêtes mêmes de la face qui assemble les 
deux tétraèdres du premier polyèdre auxquelles ils appartien- 
nent, sont homologues de ceux dont l’arête commune est ne 
des arêtes de la face qui réunit les deux tétraèdres du se- 
cond polyèdre ; 2° que si l’on place l’une des faces de jonction 
sur sa correspondante, en faisant coincider deux côtés homo- 
logues, les tétraèdres semblables seront alors situés d’un même 
côté du plan commun, Soit, par exemple, le polyèdre SABCDE 
composé des tétraèdres SABC , SACD et SADE, et supposons 


el 


& 
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Taiorème IV. 

: G16. Deux polyèdres semblables P et P' ont leurs 


faces homologues semblables, leurs angles dièdres 
et leurs angles polyèdres égaux chacun à chacun. 
Puisque les deux polyèdres sont semblables, on peut les 
décomposer en un même nombre de tétraèdres sembla- 
bles, chacun à chacun, et semblablement disposés (605) : 
supposons cette décomposition effectuée, alors les sur- 
faces de nos deux polyèdres seront partagées en un 
même nombre de triangles semblables chacun à chacun 
et semblablement placés; et je dis que si deux ou plu- 
sieurs de ces triangles sont dans un même plan, et 
forment une même face de P, leurs homologues seront 
aussi dans un même plan, et formeront une face de P” 
semblable à celle de P (254). Soient, en effet, A BC Fig. 252. 
et ACD, deux triangles adjacents du polyèdre P, etS le 
sommet commun des tétraèdres auxquels ils appartien- 
nent ; A’B'C' et A'C'D' les triangles homologues de P’, 
et S’ le sommet homologue à S. Les angles dièdres SACB 
et SACD seront respectivement égaux à S'A'C’B' et 
à S'A'C'D" (640); or, si les deux triangles ABC et 
ACD sont dans un même plan, les deux angles diè- 
dres SAGB et SACD seront supplémentaires : donc il 
en sera de même de S'A"C'B' et de S'A'C'D', et par 


que la face À BC du premier soit posée sur le plan même de la 
figure, et que tous les autres sommets S,D,E, soient au-dessus 
de ce plan. Si l’on veut construire un polyèdre composé de té- 
traèdres semblables à ceux-ci, et qui soient semblablement 
placés, on formera d’abord un tétraèdre S'A’B'C’ semblable au 
premier; puis, comme les deux dièdres BACS et SA CD ont 
AC pour arète commune, on construira sur A’S/C" un tétraèdre 
semblable à S ACD, en ayant soin que le dièdre homologue à 
S'A/C'D’ ait A’C’ pour arête, et que la face A'C'D” soit du côté 
opposé au plan AB C. Enfin on mènera par A’D' un plan qui fasse 
avec $8/A'D' un angle dièdre égal à SA DE, mais qui soit du 
côté opposé au triangle A’CD, et en construisant, sur A’D'et 
dans ce plan un triangle A'D' L' semblable à AD E et sembla- 
blement placé , le troisième tétraèdre sera déterminé. 
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conséquent les triangles A’B'C’ et A'C'D', seront aussi 
dans un même plan. Donc les polyèdres P et P° ont 
leurs faces semblables chacune à chacune. 

Si, au contraire, les deux triangles ABC et ACD 
ne sont pas dans un même plan, leurs homologues 
A'B'C'et A'C'D’ n’y seront pas non plus, et l'angle 
dièdre BACD sera égal à B'A’'C'D'; donc les angles 
dièdres homologues des deux polyèdres sont égaux, 
car ce sont ou des angles dièdres homologues de té- 
traèdres semblables, ou des sommes d’angles dièdres 
homologues de pareils tétraèdres. 

Quant aux angles polyèdres homologues, ils sont 
égaux comme ayant toutes leurs faces égales chacune 
à chacune, semblablement disposées et également in- 
clinées. 

THÉORÈME V. 

G17. Réciproquement deux polyèdres sont sem- 
blables lorsqu'ils ont toutes leurs faces semblables 
chacune à chacune, semblablement disposées et ega- 
lement inclinees. 

Nous distinguerons deux cas, suivant que les po- 
lyèdres proposés seront convexes ou concaves, 

1° Les polyèdres étant convexes, nous pourrons 
partager l’un d'eux en tétraèdres, par des plans pas= 
sant par l’un de ses sommets (603, 1°), et conduire 
ensuite des plans par les sommets homologues du se- 
cond; de cette manière ils se trouveront décomposés 
en un même nombre de tétraèdres semblablement dis- 
posés. Il s’agit de prouver que ces tétraèdres seront 
semblables chacun à chacun (615). 

Soient SABCDE et S'A’B'C'D'E’ deux fragments 
des polyèdres proposés : nous supposons que les trian- 
oles SBCG et S'B'C’, SCD et S'C'D' soient formés en 


joignant des sominets homologues de deux faces sem- 


blables, semblablement disposées et formant des angles 
dièdres égaux BCSD et B'C'S'D". Nous faisons la même 
hypothèse sur les triangles SAB et S'A’B', SED et 
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» S'E'D', sur les angles dièdres ABSC ct A'B'S’C, 

CDSE et C'D'S'E’; enfin le fragment SABCDE se 
compose des tétraèdres SABC, SAEC et SDCE. 

Parimi les tétraèdres qui composent les deux polyèdres, 
il y en a qui ont deux ïaces communes avec eux et 
comprenant entre elles des angles dièdres égaux, puis- 

ils appartiennent aux polyèdres. Tels sont les té- 
traèdres SDEC et S'D'E’C" qui ont le dièdre SD=S'D' 
compris entre les faces semblables SDE et S'D'E'(254), 
SDCetS'D'C',donccestétraèdressontsemblables(GA4), 
et par conséquent les faces SCE et S'C'E’ sont sem- 
blables, et les angles dièdres DCSE et D C'S'E’ sont 
égaux. Mais les tétraèdres SABC et S'A'B'C' sont aussi 
semblables , comme ayant l'angle dièdre BS—RB'S" 
compris entre les faces semblables SBC et S'B'C', SAB 
et S'A'B'; donc la face SAC est semblable à S'A'C, et 
l'angle dièdre BCS A est égal à B'C’S’A". Mais l'angle 
dièdre BGSD du premier polyèdre est égal à son homo 
logue B'C'S'D'; si donc on en retranche respectivement 
les angles DCSE et D'CS'E’, BCSA et B'C'S'A", les 
angles dièdres restants ACSE et A'C'S'E seront égaux ; 

ar conséquent les tétraèdres SACE et S'A'C'E’ seront 
semblables (644), et ainsi des autres. 

Cette démonstration est entièrement analogue à celle 
du n° 258 relative aux polygones. 

2° Considérons deux polyèdres concaves. On pourra, 
en menant convenablement des plans par les arêtes des 
angles rentrants, les décomposer en polyèdres con- 
vexes, de sorte que notre théorème sera démontré, 
d’après ce qui précède, si nous prouvons que ces po- 
lyèdres convexes ont toutes leurs faces semblables cha- 
cune à chacune, semblablement disposées et également 
inclinées. 

Soient donc AK et A’K' deux polyèdres qui ont Fig. 254. 
toutes leurs faces semblables, semblablement disposées 
et leurs angles dièdres égaux chacun à chacun (la 
figure représente deux prismes). Soient ABMNO et 
A’B'M'N'O" les sections faites dans ces corps, par deux 
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plans menés par les arêtes homologues AB et A’ et 
également inclinées sur les faces AG “ A'G’. Les deux 
angles trièdres BMGA et B'M'G'A' ont la face Re 
A"B'G" adjacente aux angles dièdres égaux MABG e 
M'A'BG', ABGC ct A'BGC'; donc ces angles ne 
dres sont égaux (302), et ainsi les angles ABM et 
A'B M’, GBM et G’B'M° sont égaux, ainsi que les 
angles dièdres GBMN et G'B'M'N'. Mais de ce que 
l'angle GBM=—G'B'M, il résulte que les droites BM 
et B'M' partagent les polygones semblables MG et 
M’G’ en deux polygones semblables chacun à cha- 
cun (259); donc l'angle BMI — B'M'1", et nous nous 
retrouvons au point M dans les mêmes circonstances 
qu'au point B. Nous en conclurons donc que l’angle 
BMN —B'M N' et que le polygone NI est semblable 
à N’1’, et que l'angle dièdre IMNO—/IM'N'O' et 
ainsi de suite. Or, 1l résulte de la similitude des faces 
AG et A’G', MG et M'G', NI et N'T', etc., que l’on a 
AB: A'B'::BG:B’G'::BM:B'M':: MI:M'l':: MN:M'N':: cte.; 
donc les deux polygones ABMNO et A’BM'N'O 
sont semblables (258); donc les deux polyèdres 
ABMNOFGIKL et A’B'M'N'O'F'G'T'K L’ ont 
toutes leurs faces semblables, semblablement disposées 
et également inclinées. 


618. On appelle points homologues deux points 
qui sont liés & deux faces homologues par deux té- 
traèdres semblables et Malin disposés. Les 
droites, dont les extrémités sont des points homolo- 
gues, sont dites droites homologues. 


TaéorèMEe VI 


619. Dans deux polyèdres semblables les droites 
homologues sont propor tionnelles aux arêtes homo- 
logues Me ces polyèdres. 

: Supposons que ABC et A'B'C', DEF et D'E'F 
étant des trianoles homologues de deux faces semblables 


des deux polyèdres, les tétraèdres SABC et S'A'B'C', 
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TDEF ct T'D'E'F' soient semblables et semblablement 
placés, de sorte que les points S et $', T et T' sont des 
points homologues ; Je dis que les droites homologues 
ST et ST" sont proportionnelles aux arêtes homologues 
BC et BC’. En effet, 1l résulte de la similitude des 
tétraèdres TDEF et T'D'E’F" que les faces TDF et 
T'D'F" sont semblables, et que les angles dièdres 
TDEFC et TD F°C’ sont égaux, mais le triangle DCF 
est semblable à D'C' F'; donc le tétraèdre TDCF est 
semblable à T'D'C'E’ (644). On verra de même que 
les tétraèdres TEFCB et T'F'C’B/ le seront aussi, et de 
là on conclura facilement la similitude des fétrtédres 


TBCS et T'B'C'S" (641), et par suite que 
ST: SR BCG;:B'C. 
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CHAPITRE II. 
DES POLYÈDRES SYMÉTRIQUES. 


620. On appelle POLYÈDRES SYMÉTRIQUES deux 
polyèdres qui peuvent etre places de telle manière que 
les droites qui joindront les sommets du Premier avec 
ceux du second , tront se croiser en un méme point, 
où elles seront coupées en deux parties égales. Ce 
point se nomme le CENTRE DE SYMÉTRIE des deux po- 
lyedres et les sommets correspondants sont dits sy- 
métriques où homologues. 

Il existe de pareils polyèdres. Soit, en effet, ABCDE 
une face quelconque d’un polyèdre; joignons les som- 
mets de ce polygone avec un point quelconque O, et 
prolongeons chacune de ces droites d’une quantité 
égale elle-même: je dis que tous les points A’,B',C",D',E” 
ainsi déterminés sont dans un même plan. En effet, sl 
n'en est pas ainsi, menons par le point A’ un plan pa- 
rallèle à ABCDE, ct soit B' le point où il coupera 
BOB : l'égalité de triangles AOB et A'OB" (16 D 
exigera que ; l'on ait OB' —OB — OB', ce qui est ab- 
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surde ; donc 1} passera par tous les points A°,B°,C,'D",E", 
et les deux polygones ayant leurs côtés égaux et paral- 
lèles chacun à chacun seront égaux. Donc, en faisant 
pour toutes les faces du polyèdre proposé, ce que nous 
avons fait pour la face ABCDE, on formera un po- 
lyèdre symétrique de celui-ci. | 


THéorème Î. 


621. Deux polyèdr es symétriques ont toutes leurs 
faces évales chacune à chacune, leurs angles dièdres 
homologues égaux, leurs angles polyèdres symétrie 
ques, el ils pourront Dre décomposés en un méme nOnM- 
bre de tetraèdres symétriques chacun à chacun, mais 
inversement disposés. 

En effet, la démonstration du numéro précédent 
prouve d’ porc que les faces symétriques seront égales 
chacune à chacune. On voit ensuite que si CB et C'P 
sont deux arêtes symétriques, ces arêtes seront paräl- 
lèles, de sorte que les deux angles trièdres C et C’ ayant 
leurs faces symétriques égales (458), auront leurs an- 
gles dièdres égaux chacun à chacun. 

Quant aux angles polyèdres, ils auront leurs faces 
symétriques égales, également inclinées et inversement 
placées, donc ils seront symétriques (498. 

On voit enfin que si on décompose le premier po- 
lyèdre d’une manière quelconque en tétraèdres, on 
pourra, en menant des plans par les sommets symé- 
triques du second, le décomposer aussi en tétraèdres, 
lesquels seront les” symétriques des premiers, puisqu'ils 


satisfont à la définition (620). 


Tarorèmre IL 


622. Deux polyèdres symétriques peuvent étre 
places symétriquement par rapport à un plan donne 
quelconque, c'est-à-dire de telle sorte que leurs som- 
mets homologues soient situés à égale distance du plan 
dont il s’agit, sur une même perpendiculaire à ce plan. 

Transportons, en effet, le système des deux polyèdres 
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de manière que leur centre de symétrie se trouve en un 
point quelconque O du plan donné MN, et menons par Fig. 257. 
ce point une perpendiculaire OZ à ce plan. Maintenant 
faisons faire une demi-révolution au polyèdre inférieur 
autour de OZ. Ilest clair que la projection &’ du sommet 
A’ sur MN viendra coïncider avec la projection & du 
sommet symétrique À de l’autre polyèdre ; car Ox'= Oa 
à cause de l'égalité des triangles OAxet OA’a'. Ilen sera 
de même des projections de tous les autres sommets des 
deux polyèdres. Ainsi les deux corps seront actuelle- 
ment disposés de telle sorte que tous leurs sommets se- 
ront situés deux à deux sur une perpendicuiaire au plan 
MN, et à égale distance de ce plan. Donc ces deux po- 
FA sont symétriques par rapport à ce plan. 

Le plan MN est donc un plan de symétrie des deux 
polyèdres. 


TakorRèME Il. 


625. Réciproquement , s* deux polyèdres sont 
sy métriques par rapport a un plan MN, ils pourront 
etre placés symélriquement par rapport & un potné 
quelconque O de ce plan. 

Faisons faire une demi-révolution au polyèdre infé- 
rieur autour de OZ. De cette manière Îa projection 
a du sommet A” sur le plan MN viendra se placer en a’ 
sur le prolongement de &O, et le point A"se trouvera 
ainsi transporté en A’, Si alors on joint OA’ et OA , on 
formera deux wiangles égaux OAa, et OA'a' (459); 
car les angles a et a’ sont ot Où = Oa", et 
a A" — aA'" est ainsi égal à Aa. Donc langle 
AO = A'Oa', et AOÂ est par conséquent une ligne 
droite divisée au point O en deux par ties égales; donc 
les deux polyèdres seront alors situés de telle manière 
que les droites qui jomdront leurs sommets homologues 
iront se croiser au point O et y seront divisées en deux 
parties égales; donc ce point est un centre de syMmÉ= 
trie des deux poly èdres, 


Fig. 298. 
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CHAPITRE IV. 


DES POLYÈDRES RÉGULIERS. 


624. On appelle porYinre RÉGUIAER celui dont 
toutes les faces sont des polygones régulier S EJAUX, 
et dont tous les angles polyèdres Pa égaux entre 
eux. Tel est le cube 1395) : . car toutes ses ces sont 
des carrés égaux, et tous ses angles trièdres sont tri- 
rectangles, et par conséquent égaux. 


THéorèME I. 


625. Tout polyèdre régulier est à la fois inscrip- 
Lible et circonscriptible à une sphère. 

Soient BAC, CAD, deux faces adjacentes, F et G 
les centres de cercles inscrits et circonscrits à ces 
faces. Si l’on élève en ces points des perpendiculaires 
à leurs plans, elles iront concourir au centre O de la 
sphère qui passerait par les quatre sommets C, B, A, 
D (547). Je dis maintenant que les perpendiculaires 
élevées au centre de chacune des autres faces du po- 
lyèdre iront concourir au point O;et, pour le démon- 
trer, il suffira de prouver qu'il en sera ainsi pour une 
troisième face EDK adjacente à l’une des deux pre- 
mières. Soit done Ole point où la perpendiculaire 
élevée au plan de cette face par son centre [ coupe 
OG. Si lon joint les points F et G au milieu M de AC 
et les points G et I au milieu N de DE, on formera 
deux quadrilatères OFMG et O’GNI qui auront les 
angles F, G et I droits, les angles FMG et GNT égaux, 
car ce sont Îles angles rectilignes cor respondants aux 
angles: dièdres BACD et ADEK , et les côtés FM, 
MG, NG et NI égaux entre eux : HE ces quadrila= 
tères sont égaux (204) et par conséquent le point O’ 
coïncide avec O; donc OF—O0G= OI. Donc toutes 
les faces sont équidistantes du point O, et par consé- 


Lal 
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quent le polyèdre sera circonscrit à la sphère dont le 
rayon est OF. Mais ce même point O est aussi équi- 
distant des sommets de chaque face (547) : donc la 
sphère décrite avec le rayon O A sera circonscrite au 
polyèdre. 

626. CororLatre 1. Tout polyèdre régulier peut 
étre partagé en autant de pyramides regulières egales 
qu'il a de faces. W suffit, pour effectuer cette décom- 
position , de mener des plans par le centre O et par 
chacune de ses arêtes. 


627. CororLaire 11. Réciproquement, #n polyedre 
est régulier lorsqu'on peut le décomposer en pyra- 
mides régulières egales en menant des plans par cha- 
cune de ses arétes, et par un point pris dans son 
interieur. D'abord toutes ses faces sont des polygones 
réguliers égaux; ensuite tous ses angles dièdres sont 
égaux : car l'angle BA CD, par exemple , est double 
de l'angle dièdre à la base de l’une quelconque de ces 
pyramides. 


THéorRÈME IL. 


628. I! ne peut y avoir que cinq sortes de po- 
lyèdres réguliers. 

Nous avons vu que la somme des faces d’un angle 
polyèdre convexe était toujours moindre que quatre 
droits. Par conséquent, si toutes ces faces sont égales, 
leur nombre sera nécessairement moindre que le quo- 
tient que l’on obtient en divisant quatre droits par la 
valeur d’une face. D'où il suit, en observant d’ailleurs 
que les angles d’un triangle équilatéral, d’un carré, 
d'un pentagone et d'un hexagone régulier, valent res- 
pectivement (lunité angulaire est l’angle droit) 

4: Û ? $ ct D 

1° Que, si les faces du polyèdre sont des triangles 
équilatéraux, le nombre des triangles réunis autour d’un 
même sommet sera plus petit que 4 = 6 : donc chaque 


3 
20 
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angle polyèdre ne pourrra être formé qu'avec trois, 
quatre où cing angles de triangles équilatéraux ; 

2° Que, si les faces sont des carrés, on ne pourra 
en assembler .que trois, pour former chaque angle po- 
lyèdre; | 

3° Que, si les faces sont des pentagones, le nombre 
de ces polygones réunis autour d'un même sommet 
sera moindre que $ = 4 4 : donc on ne pourra for- 


É 
mer chaque angle polyèdre qu'avec rois angles de pen- 
tagone; 

4° Que les faces d'un polyèdre régulier ne peuvent 
avoir plus de cg côtés; car si l’on voulait employer 
même des hexagones, on trouverait que le nombre des 
faces de chacun de ses angles devrait être moindre que 
4—3, ce qui est absurde. 


Donc i{ ne peut y avoir que ciNQ sortes de po- 
lyèdres réguliers : rrois formes en réunissant autour 
d’un méme sommet TROIS, QUATRE O4 CINQ TRIANGLES 
ÉQUILATÉRAUX ; et DEUX dont les angles polyèdres re- 
sulteraient de l'assemblage de rRoïs carrés ou de 
TROIS PENTAGONES. 


* Combien chacun d'eux a-t-il de faces ? 


Soient f le nombre des côtés de chacune et s le 
nombre des arêtes de chaque angle polyèdre. Le 
nombre total des arêtes de toutes les faces sera donc 
Ff, en conservant la notation du n° 604; mais comme 
chacune appartient à deux faces, il s'ensuit que le 
nombre des arêtes du polyèdre n’est que la moitié de 
Ff, et qu'ainsi F/—7?2A; on verra de même que Ss— 
2A , et qu'ainsi nous avons, pour déterminer A, F et 
S, les trois équations 


Ff=2A, Ss—9A, FES—A—9, 
desquelles on tire facilement 


DA As 
mer er? 
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Or, dans les cinq polyèdres réguliers dont nous 
avons reconnu la possibilité, on a successivement : 


f=0,23, 3,446: 
LESDN L,' SAP 

ct alors la formule précédente donne respectivement : 
FER 8, 20, “6,142 


Les cinq polyèdres réguliers dont nous avons main- 
tenant à démontrer l'existence, sont donc le {é/raèctre, 
l’octaèdre, Vicosaèdre, Yhexaèdre et le dodécaèdre. 
Nous y parviendrons en résolvant le problème sui- 
vant : 

PROBLÈME I. 


* 629. Construire un polyèdre régulier d’espèce 
déterminée, connaissant son arte. 

S'il y a des polyèdres réguliers, ils peuvent être 
décomposés en autant de pyramides régulières égales 
qu'ils ont de faces , et réciproquement (626 et 627); 
et, comme le côté de la base de chacune est donné par 
l’énoncé du problème, ees pyramides intégrantes se 
raient déterminées si l'on connaissait les angles dièdres 
que forment leurs faces (*). Concevons une sphère dont 
le centre soit au sommet de l’une de nos pyramides; les 
faces de cette pyramide intercepteront sur cette sphère 
un polygone sphérique dont les angles seront les angles 
dièdres mêmes formés par ces faces; si donc on repré- 
sente par x la valeur de l’un de ces angles dièdres, on 
aura pour expression de l'aire de ce polygone sphérique 

fx—2(f—2), en prenant Paire du triangle tri- 
rectangle pour unité (653); par conséquent la somme 


(:) En effet, chaque angle trièdre à la base est isoèdre , et l’on 
connait dans ce trièdre l'angle dièdre formé par les deux faces éga- 
les et la face qui lui est opposée. Pour obtenir ces faces, il n'y 
aura done qu’à renverser la construction par laquelle on déter- 
mine l’angle dièdre opposé à la face de développement, lorsque 
l’on connaît les trois faces (voyez la géométrie descriptive ). 


LE 
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des aires des polygones que Îles angles au sommet de 
toutes les pyramides interceptent sur notre sphère sera 
{ fax —2(/—2)}F. Mais cette somme est précisé 
ment celle de la sphère, qui vaut 8 fois le triangle tri- 


rectangle, donc 
(fe 2 (2) }F=s, d'où 2 =, 
En remplaçant F et f'par leurs valeurs respectives, on 
trouvera que l’inclinaison de deux faces ont de 
l'une des pyramides intégrantes du tétraèdre est : 
de l’octaèdre est 1, 
de l’icosaèdre est FE 
de l’hexaëdre est 3 
du dodécaèdre est +. 


En conséquence, si lon veut construire le dodé- 
caèdre, par exemple, on construira une pyramide pen- 
tagonale régulière dont le côté soit égal à l’arête don- 
née, € role que linclinaison de noue faces adjacentes 
soit les & d'un angle droit; puis, réunissant douze 
de ces pyramides, l'espace se trouvera rempli autour 
de leur sommet commun, et le problème sera ré- 
solu (627). Les quatre autres polyèdres réguliers pour- 
ront être construits de la même manière. Observons 
toutefois que, pour obtenir l’hexaèdre régulier, il sera 
plus simple de construire un parallélipipède rectangle 


dont les trois arêtes contiguës soient égales à la ligue 


donnée de 


(:) Si l’on suppose nul le dénominateur de la valeur de F (628), 
ou aura l'équation 2 (/+-s) = fs, à laquelle on ne peut satisfaire 
que par les trois couples 

f—=53,f=4;, 1 —0; 
s == 0; es; 

Ainsi une sphère peut, sous trois points de vue différents , étre 
regardée comme un polyèdre régulier d’un nombre énfini de faces 
infiniment petites, formé en réunissant autour d'un inéme point, 
19 des triangles six à six ; 2° des carrés QUATRE à QUATRE ; 3° des 
hexagones TROIS & TROIS. 


Ÿ 
ë 
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LIVRE IX. 
DES AIRES DES CORPS. 


CHAPITRE PREMIER. 


DES AIRES DES CORPS. 


LEMME I. 


650. L'aire de la projection d’un triangle qui 
n'est point parallèle au plan de projection 2, plus 
petite que celle de ce triangle. 

Nous pouvons supposer que le plan de projection 
passe par l’un des sommets de notre triangle, car les 
projections d’une même figure sur deux plans pa- 

rallèles sont évidemment égales. Cela posé, deux cas 

peuvent se présenter, suivant que l’un des côtés du 
triangle sera dans le plan de projection ou qu'il n’y 
sera pas. 

Dans le premier cas, ABC étant la projection du 
triangle ABC, si on tire A'T perpendiculairement sur 
BC et que EN joigne AT, on aura la hauteur du 


triangle ABC; or A'T < AI, donc A’BC < ABC( (574). 


Fig, 259. 


Dans le te cas, je prolonge le côté AC jus-+; z. 260, 


qu'à sa rencontre avec Le plan de projection en D, et 
alors je puis regarder le triangle ABC comme la dif 
férence des deux triangles A BD et BCD qui ont un 
côté dans le plan de projection, de sorte quesa projection 
B A’C' sera la différence de celles de ces deux triangles: 
Or, si des points A et C’ on abaisse des perpendiculaires 
sur BD et que l’on tire AK et CI, ces droites seront 
les hauteurs des triangles correspondants : donc 


BAD : BAD ::AK : A’K 


* Fig. 261. 
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BCD :BCD::CI:C'I. 
Mais les triangles A AK et CC'T sont équiangles, 
donc BAD : BAD :: BCD : BC'D:: AK : A’K, 
et partant BAC:BA'C'::AK : AK ; 
donc enfin B'A'C' £ BAC. 
Si le côté AC était parallèle au plan de projection, 


on mènerait ce plan par ce côté, et on rentrerait dans 
le premier cas. 


Leume Il. 


651. Toute surface plane ABCDE est moindre 
que toute surface polyédrale fermée qui est terminée 
au méme. contour. 

En effet, les projections sur le plan ABCDE des 
faces de la surface polyédrale proposée, qui ne sont 
pas parallèles à ce plan, sont moindres que ces fa- 
ces (630), et la somme de ces projections est au moins 
égale à ABCDE (la figure représente l'intersection 
GHIKLMN de la surface enveloppante par un plan per- 
pendiculaire à ABCDE ). 

652. CororLairg. Il suit de là et des considérations 
du n° 509 que toute surface plane est moindre que 
toute surface terminée au méme contour. 


LEMME IT. 


633. Toute surface poly édrale Conbetiés est plus 
petite que toute sul face poly édrale qui l enveloppe- 
rail en s'appuyant sur le méme contour, ou qui l’en- 
velopperaiït entièrement. 

Construisons, en effet, sur chaque face de la surface 
convexe un prisme droit extérieur à cette surface. On 
pourra regarder chacune de ces faces comme la pro- 
jection sur son plan de la portion de la surface enve- 
loppante comprise dans la surface latérale du prisme 
correspondant. Puis donc que ces prismes ne peuvent 
pas s’entrecouper, puisque la surface sur laquelle ils 
reposent est convexe, on doit conclure du n° 630 


as 27 
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que cette surface est moindre que celle qui l'enveloppe 


(la figure représente la construction analogue exécutée Fig. 262. 


pour deux lignes brisées situées dans le même plan). 

634. CororraiREe. Toute surface convexe est plus 
petite qu'une autre surface quelconque quil'enveloppe- 
rait en s'appuyant sur le mème contour, ou qui l’en- 
velopperait entièrement (*). 

635. La détermination de l’aire d’un polyèdre quel- 
conque ne saurait présenter de difficulté, puisqu'elle 
est évidemment la somme de celles des faces de ce 
polyèdre, et nous avons vu comment on peut les éva- 
luer. J’observerai seulement que les aires des surfaces 
latérales de la pyramide régulière et du prisme peuvent 
s'obtenir par une seule multiplication. 


THÉORÈME I. 


656. L’'aire de la surface latérale d’une pyramide 


régulière est égale à la moitié du produit du péri- 
mètre de sa base par son apothème. 

En effet, chaque face de cette pyramide est un 
triangle qui a pour mesure un des côtés de la base de 
cette pyramide multiplié par la moitié de son apo- 
thême (586) : donc on pourra, dans l'addition des 
aires de toutes ces faces, mettre la moitié de l’apo- 
thème en facteur commun , et l’on obtiendra ainsi pour 
mesure de la surface latérale de la pyramide le péri- 
mètre de sa base multiplié par la moitié de son apo- 
thême. 

THéorèMe IL 


657. L’aire de la surface courbe d’un cône cir- 
culaire droit est égale à la moitié du produit de la 
circonference de sa base multipliée par sa généra- 
trice, c’est-à-dire que ; 

Dr Ce Re 


(*) On aurait pu, en s'appuyant sur les considérations ex- 
posées au commencement du n° 556, démontrer d’une manière 
analogue le théorème du n° 346, 


# 


Fig. 263. 
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en désignant par R, G et C, le rayon de la base, la 
génératrice et l'aire de notre cône (*). 
Considérons, en effet, le cône engendré par la ré- 
volution du triangle rectangle SOK autour de SO. 
J'inscris et je circonscris à ce cône deux pyramides 
régulières SABC... et SA’B'C'... dont.les bases 
soient semblables; je représente par S et par s les aires 
de leurs surfaces latérales, par 2 l’apothème ST de la 
première, et enfin par P et p les pérnnètres de leurs 
bases : nous aurons donc | | 


S P G 
ELA M JS, © a 
S=sPiG'ets=Sp.£g, dou de 


Si l’on inscrit et si l’on circonscrit à notre cône 
d’autres pyramides régulières dont les bases toujours 
semblables aient un plus grand nombre de côtés, toutes 
les quantités qui entrent dans ces trois équations va- 
rieront, à l'exception de G, qui est la génératrice du 
cône, mais ces équations subsisteront toujours. Or on 
peut prendre le nombre des côtés des bases assez grand 
pour que P et p diffèrent de moins que toute grandeur 
donnée. Il en sera de même de G et de 2; car G— 2 
— SK — SI < KI, quantité qui a zéro pour limite 
(349) : donc la limite du second membre de l’équation 
S P 


G ; ‘ 
——. —,et par conséquent aussi celle du pre- 
s Vu C4 
mier est l'unité; donc {« différence entre S et s peut 
étre rendue moindre que toute grandeur assigna- 


ble (*). Mais l'aire du cône est comprise entre S et s; 


(:) Cela résulte de ce que l’on peut regarder un cône comme 
une pyramide régulière énfénitésimale. Cette proposition résulte 
encore de ce que le développement de la surface courbe d’un 
cône droit est un secteur qui a pour rayon la génératrice de cette 
surface et pour base un arc égal en longueur à la circonférence 
de la base de ce cône (530). 

(2) En effet, soit 9 la différence entre S ets, de sorte que 

é AN 


. La ° S e) L 
S—s—0, On tire de cette équation——1— —. Or, puisque 
$ S 


S . 14 . LA 
la limite de — cest l'unité, c’est que la différence entre ce rap- 
$ 
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car si l’on prolonge l'axe SO d'une quantité SO'— SO 
et que l’on prenne le point S° pour le sommet d’un 
cône et de deux pyramides qui aient respectivement 
pour bases celles du cône proposé et de nos deux py- 
ramides, il est clair que la surface 2$S, enveloppant de 
toutes parts la double surface conique, sera plus grande 
qu’elle, tandis que la double surface 25 sera enve- 
loppée par la double surface conique , et sera par con- 
séquent plus petite qu'elle; donc la surface conique 
est comprise entre S et s, donc elle est leur limite com- 
mune, Puis donc que 


| 
S ——— 2 7 AN 
on aura CS OHCRUX G, 


car les limites de deux quantités variables, qui restent 
constamment égales, sont égales. 


Taéorème II. 


638. L'aire de la surface courbe d’un tronc de 
cone droit AB AB à bases parallèles est égale au 
produit de la demi-somme des circonférences de 
ses bases par sa génératrice, ou au produit de cette 
génératrice par la circonference de la section faite à 
égale distance de ses bases. 

Coupons, en effet, le cône par un plan SAB con- 
duit suivant son axe; par le point B menons dans ce 
plan sur la génératrice SB la - perpendiculaire BC 
égale à la circonférence OB rectifiée; joignons SC, 
et tirons la parallèle B°C° à BC. Je dis d’abord qu’elle 
sera égale à la circonférence O"B". En effet, les deux 
circonférences OB et O’B’ sont proportionnelles à 
leurs rayons OB et O'B , et par conséquent aux droites 
SB et SB'; mais ces dernières sont dans le même rap- 


port que BC et que B’C’ : donc 
cire. OB : cire. O'B':: BC : B'C’. 


port et l’unité peut être rendue moindre que toute quantité 
donnée; donc, il en est de même de à, puisque s est une gran- 
deur finie. 


L” 
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Or, les antécédents de cette proportion sont 


égaux : donc les conséqueuts le sont aussi; donc BC’. 


— cire. O'B'. Par conséquent, le triangle SB'C est 
équivalent à la surface courbe du cône SO'A"B' 
(657); et, comme le triangle SBC est aussi équiva- 
lent à la surface latérale du cône SOAB , on en con- 
clut que Paire de la surface courbe du tronc de cône 
ABA'B est égale à celle Le trapèze BC: donc l’aire 
de ce tronc a pour mesure + 1 (BC+4+B C').BB', ou, ce 
qui revient au même, 
L(cire. OB+cire. O'B').BB, 

conformément à la première partie de l'énoncé. 

Si par le milieu de BB’ on mène un plan AB" pa- 
rallèle aux bases du tronc de cône, et une parallèle 
B"C” à celles du trapèze, on verra facilement que BC 
= cire. O"B”; et, comme le trapèze BC a pour mesure 
B”’C".BB', on en conclut encore que l’aire de la sur- 
face convexe du tronc de cône est égale à cire. O"B”. 
BB", ce qui s'accorde avec l’énoncé. 


THÉORÈME IV. 


659. L’aire de la surface latérale d’un prisme 
quelconque est égale au produit de l’une de: ses 
arêtes mulripliée par le périmètre de la secrion 
DROITE, C'est-à-dire de la section faite dans ce prisme 
par un plan perpendiculaire à ses arêtes. 

En effet chaque côté de la section droite peut être 
regardé comme la hauteur de la face correspondante 
du prisme, en prenant pour bases de cette face les deux 
arêtes qui la limitent latéralement : done, etc. 


THÉORÈME V. 
GAO. L'aire de la surface courbe d’un cylindre 


circulaire quelconque est egale à la circonfé- 
rence de la section droite multipliee par sa genéra- 
l1 Pere de à 


(*) Cela résulte de ce que l’on peut regarder un cylindre 
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Répétez ici la démonstration que nous avons donnée 
pour le cône au n° 657, en remplaçant les pyramides 
par des prismes inscrits el circonscrits au cylindre pro- 
posé. Seulement il faudra démontrer que les surfaces 
latérales des prismes inscrits el Circonscrits au Cy- 
lindre sont respectivement moindres et plus grandes 
que celle de ce cylindre, ce que l’on peut faire de la 
manière suivante : 


4° Soient A BGD une des faces du prisme inscrit et Fig. 264. 


AEBDFC le fuseau cylindrique correspondant; si la 
première de ces deux surfaces n’est pas plus petite que 
la seconde, elle sera plus grande qu’elle ou elle lui sera 
égale. Supposons ABCD©SAEBDFC et appelons M 
la différence de ces deux aires. Si l’on prend sur le 
prolongement de l’axe GI une longueur GO qui soit 
égale à z fois GI, et que par le point O on mène un 
plan parallèle à celui des bases, il est clair que le fu- 
seau AEBKML et le rectangle AK seront z fois plus 
grands que le fuseau AEBDFC et que le rectangle 
AU; donc leur différence sera z fois M. Or, 7 étant 
un nombre entier arbitraire et M une aire donnée, on 
peut prendre z assez grand pour que 2M soit plus 
grand que la somme des deux segments circulaires 


AEBA et KMLK, de sorte que lon aura 


ABKL—AEBKML=ZAEBA+RKMEK, 
d'ou ABKL=>AEBKML+AEBA+KMIXK, 


c'est-à-dire que la surface plane ABK L serait plus 
grande que la surface formée du fuseau cylindrique 
AEBKML et des segments AEBA et KMLK, laquelle 
est terminée au même contour, ce qui ne se peut. Donc 
on ne peut pas avoir ABCDSAEBDFC. 

Supposons actuellement que ABCD—AEBDFC; 


comme un prisme régulier infinitésimal. Cette proposition ré- 
sulte encore de ce que le développement de la surface courbe 
d’un cylindre droit est un rectangle de même hauteur que ce 
cylindre, et dont la base est égale en longueur à la circonfé- 
rence de la base du cylindre (537). 
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tirons les cordes AE et EB, DF et FC; ilest clair que 
puisque Îles trois rectangles AF, ED et A D ont même 
hauteur et que la somme des bases des deux premiers 
est plus grande que la base du troisième, la somme 
de ces deux premiers rectangles sera plus grande que 
le troisième, c’est-à-dire. que le fuseau AEBCFD; 
donc le rectangle AF serait plus grand que la moitié 
de AEBCFD, c'est-à-dire que le fuseau cylindrique 
quil sous-tend, ce qui est contraire à ce que nous ve- 
nons de démontrer. Donc le rectangle ABCD ne peut 
pas être ni égal au fuseau ABDCFD ni plus grand 
que lui; donc il est plus petit; donc la surface latérale 
du prisme inscrit à un cylindre est plus petite que la 
surface courbe de ce cylindre. 

2° La surface latérale du prisme circonscrit à un 
cylindre est plus grande que celle de ce cylindre, ce 
qui revient à prouver que l'aire du rectangle A’B'D'C’ 
est plus grande que celle du fuseau AEBD FC. Par un 
raisonnement semblable au précédent, on prouvera 
facilement que, si A'B'D'C'< AEBD FC, on pourra, 
en répétant ces deux surfaces un nombre convenable de 
fois, faire que l’on ait 

AEBKML—A'B'R'C>/AAEAA, 

et par conséquent ‘ 
AEBKML>>A'B'B'C'+AEA'A-+BEBB+KMK'K+LML'L 
ce qui est contraire à la propriété énoncée au n° 654. 
Donc A’B'D'C' n’est pas plus petit que AEBDFC. 
. Si A'B'D'C'—AEBDFC, on tirera une tangente à 
l'arc AEB au point À, on mènera un plan par cette 
droite et par AC, et en s'appuyant sur €e que la ligne 
brisée ANEA'E, on sera conduit à conclure que le 
rectangle AN PC est plus petit que le fuseau cylindri- 
que correspondant, ce qui est contraire à ce que l’on 
vient d'établir. 


TaéorèMEe VI. 


GA. L'aire de la surface courbe d’un tronc de 
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cylindre circulaire droit a pour mesure l& circonfé- 
rence de sa base multipliee par son axe. 

Car, si l’on prolonge l’axe du tronc d’une quantité 
égale à lui-même, et que, par son extrémité, on mène 
un plan parallèle à la base inférieure de ce tronc, on 
formera un cylindre droit que le plan de la base supé- 
rieure du tronc partagera en deux parties superposa- 
bles : donc, etc. 


TuéoremMEe VII. 


: GAZ. L'’aire de la surface engendrée par la base 
BC d’un triangle isocèle qui tourne autour d’un axe 


fixe XY, mené dans son plan par son sommet À , est Fig. 265. 


égale au produit de la circonférence qui a pour 
rayon la hauteur AM de ce triangle, multipliee par 
la projection B'C' de sa base sur l'axe de révolution. 

Il est clair que dans le mouvement de rotation du 
triangle ABC autour de l'axe X Y, supposé extérieur à 
ce triangle, le trapèze BC’ engendrera un tronc de. 
cône, de sorte que la surface courbe produite par BC 
est précisément la surface courbe de ce tronc : ainsi 
son aire À a pour expression (658). 


A—9r.MM'.BC............(4). 


Mais si l’on mène par le point C la parallèle CI à 
l'axe de révolution, on formera le triangle BCT sem- 
blable à AMM'(254) : donc leurs côtés homologues 
nous donneront la proportion (2:52) | 
AM : BC :: MM": CI ou BC’; d’où MM'.BC—AM.B C': 
donc, en substituant dans (4), 


A=2a.AM.B C'. 


Or, cette mesure est indépendante de la grandeur 
de l'angle CAY : donc.elle reste la même, soit que 
l’axe X Y coïncide avec le côté AG, ou qu'il soit paral- 
lèle à la base BC; donc notre théorème est démontré 


dans tous les cas (640). 


Fig. 266. 


Fig. 267. 
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TaéorkMe VIIL. 


GAS. L’aire de la surface engendrée par une li- 
gne brisee régulière ABCDE qui tourne autour dun 
axe mené dans son plan par le centre de la circon- 
Jérence qui lui est inscrite, est égale au produit de 
celle circonférence par la projection A'L' de la ge- 
neratrice sur l'axe de revolution. 

En effet, en tirant les rayons OA, OB, OC, on 
formera une série de triangles isocèles qui tourneront 
chacun autour d’un axe passant par son sommet, et il 
n y a plus alors qu'à répéter le raisonnement du n° 656, 
en s'appuyant sur le théorème VIT. 


THÉORÈME IX. 


64/4. L'aire de la calotte sphérique a pour mesure 
le 2 produit dela circonference d’un grand cercle mul- 
tipliée par sa hauteur, c'est-à-dire que 


Cr 2. 


en désignant par R, 4 et C Je rayon, la hauteur et 
l'aire de cette calotte (*),. 

Considérons, en effet, la calotte engendrée par la ré- 
volution de l’'are AB autour du diamètre AG : j'inscris 
et je circonscris à cet arc deux lignes brisées régulières 
d’un même nombre de côtés ADEFB et A’D'E'F'B. 
Je représente par À et par A’ les aires des surfaces de : 
révolution engendrées par ces lignes, en tournant au- 
tour du diamètre AG, par r l’'apothême &T de la pre- 
mière, et par L' la projection A’C’ de la seconde sur 
l’axe : nous aurons donc (643) 

' / 
A'—97rR',A—=?rrh, d'où — Le _ 


Si l’on inscrit et si l’on circonscrit à l’arc AB d’au- 


(*) Si l’on fait tourner un secteur circulaire autour de lun 
des rayons qui le limitent, sa base engendrera une calotte sphé- 
rique ; or cette base peut être regardée comme une ligne brisée 
régulière dont les côtés sont infiniment petits : donc, etc. 
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tres lignes brisées d'un plus grand nombre de côtés, 
mais qui en aient toujours chacune le même nombre, 
et qu'on les fasse encore tourner autour du Htéréètre 
AG, toutes les quantités qui entrent dans ces trois 
équationis varieront, à l'exception de R , qui est le 
rayon de l'arc AB, mais ces équations RS ont tou- 
jours. Or, on peut prendre le nombre des côtés des 
deux lignes brisées assez grand pour que R et 7 dif- 
fèrent de moins que toute grandeur donnée e (549). Il 
en sera de même de k’ et de À ; car 2'— h — A'C'—AC 
— A'A + C'C—BB'+ CC’, quantité qui peut être 
rendue aussi petite que l'on voudra; car B'B, et &for- 
tiori GC', ont zéro pour limite ("). Donc la limite du 
! ! 
second membre de l'équation + Mers par con- 
séquent aussi celle du premier est l’unité; donc /a 
différence entre A’ et À peut étre rendue moindre que 
toute grandeur assignable. Cela posé, je dis que Paire 
de la calotte est comprise entre A"et A. D'abord elle 
est plus grande que À; car ce sont deux surfaces ter- 
minées au même contour, et À est convexe. Elle est 
moindre que A’; car si l’on mène au point B la tan- 
gente BK, il est clair que la surface engendrée par 
A'D'E F'KB sera plus grande que la calotte (654). 
Or, cette surface A'D'E’F'KB est plus petite que À”. 
En effet, ces deux surfaces ont une partie com- 
mune produite par la révolution de la ligne brisée 
A'D'E F'K; les aires des troncs de cône engendrés par 
KBetKB sont respectivement égales à r(KL+ BC). KB 
et à x(KL+4B'C'). K B'; mais Ja comparaison des 
triangles O BG et OB C prouve que BC <B ‘C': d’un 
autre côté KB < KB' (52); donc la surface engen- 
drée par KB est moindre que celle engendrée par 
KB’; donc la surfacé produite par A'D'E'F'B sur- 


(°) BB—OB'—O0B—OB—OM<B'M, et CC’ perpendi- 
culaire aux deux parallèles BC et BC’ est plus petite que BB° 
oblique à ces droites. 
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passe celle qui est produite par A’B'C'D'F'KB; donc 
l'aire de la calotte est comprise entre A et A’; donc elle 
est leur limite commune. Puis donc que | 
A=97TR}/", 
on aura 
C9 7 RER}; 
car les limites de deux quantités variables, qui res- 
tent constamment égales, sont égales; donc enfin 
l'aire d’une calotte est ègale à la circonférence d’un 
grand cercle mulhpliée par sa hauteur (*). 

G45. CorozrarRe 1. L’aire d’une zone quelconque 
NEBC est aussi égale à la circonférence d’un grand 
cercle multipliée par sa hauteur GN; car elle est la 
différence des deux calottes AEN et ABC, et ainsi 
elle a pour mesure la circonférence d’un grand cercle 
multipliée par (AC—AN ), c'est-à-dire par NC. 

646. CororraiRE 11. Dans une méme sphère, ou 
dans des sphères égales, les aires des calottes et des 
zones sont proportionnelles à leurs hauteurs. 

647. Cororraire ni. L’aire de la sphère est égale 
à la circonference d’un grand cercle multipliée par 
son diamètre (*), car on peut la regarder comme une 
calotte dont la hauteur est égale à ce diamètre. 

Comme le diamètre est quadruple de la moitié du 
rayon, il suit du n° 560 que l'aire de la sphère est 
quadruple de celle d’un grand cercle (”). 


(:) Si l’on observe que AB —2AO.AC, on verra que 


l'aire de la calotte ABC a pour mesure r AB , c’est-à-dire qu’elle 
est égale à celle d’un cercle qui a pour rayon la corde qui sous- 
tendson arc générateur. 

(*) Ainsi l'aire de la sphere est les + ou les + de celle de la 
surface totale du cylindre circonscrit : car celle-ci vaut six fois 
celle de sa base, c’est-à-dire celle d’un grand cercle de la 
sphère. 

($) Ainsi l'aire de la sphère est égale à celle de lu surface la- 
térale du cylindre circonserit. | 
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TaéorèMEe X. 


648. L'aire du fuseau CNDGC est égale au pig, 240. 
quart de celle de la sphère multiplié par l'angle diè- 
dre forme par les plans des deux demi-circonferences 
qui le terminent, 

Décrivons, en effet, du point C comme pôle, et avec 
une ouverture de compas égale à un quadran, la cir- 
conférence de grand cercle FNGF, et il sera facile de 
voir, en raisonnant comme au n° 108, que l'aire F du 
fuseau xsx à celle S de la sphère comms l'arc NG 
EsT & la circonference ON; car deux fuseaux qui in- 
terceptent sur cette circonférence des arcs égaux sont 
évidemment superposables, et ainsi 

FES: NGFeirc.ON.:doùur.— RE 
circ. ON 
Mais au rapport de Pare NG à la circonférence ON, 
on peut substituer celui de l'angle dièdre GCDN à 
quatre angles dièdres droits (484) : done, si l’on prend 
l’angle dièdre droit pour unité, et que l’on représente 
par À la mesure de l'angle dièdre GCDN, on aura 


à SRA S 
F—S. 2 ouF—;.A, 


ce qu'il fallait démontrer. 

649. Scnorr. Si l’on prend le triangle sphé- 
rique trirectangle pour unité, Vaire de la sphère vau- 
dra huit unités : de sorte que celle du fuseau deviendra 
F —?2A, c’est-à-dire qu'alors l'aire du fuseau aura 
pour mesure le double de son angle. 

Si l’on observe que S=circ.ON.CD (647), on aura : 
F= NG.CD. Ainsi lon peut dire encore que lParre 
du fuseau a pour mesure le produit du diamètre mul- 
tiplié par Parc compris entre ses cotés et décrit de 
son sommet comme pole. 


TH£éorRèMEe XI. 


650. Deux triangles sphériques symétriques sont 
equivalents. 


21 


Fig. 268. 


Fig, 242. 
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Soient ABC et AB C' les deux triangles proposés : 
les triangles rectilignes formés par les cordes qui sous- 
tendent Le côtés étant équilatéraux entre eux, on 
pourra les faire coincider, et par € conséquent les poles 
P et P” des cercies circonscrits à ces triangles (*) se- 
ronL situé, de la même manière à l'égard des triangles 
sphériques proposés l’un au-dessus, l’autre au-dessous 
du plan commun, et à égales distances des deux cir- 
conférences. Si donc on joint ces pôles au sommet des 
deux triangles À BC et A‘B’C' par des arcs de grand 
cercle, ces six arcs PA, PB, PC, P'A’, P'B', P'C' se- 
ront tous égaux. Par conséquent , les triangles PAB et 
P'A'B', PAC et P'A'C', PBC et P'B'C', ont leurs trois 
côtés égaux chacun à chacun; mais ils sont isacèles : 
donc ils sont superposables; donc Îles aires des trian- 
gles proposés seront formées de la même manière avec 
celles des triangles auxiliaires, donc elles seront égales. 


THéorRÈME XII. 


G5A. L’aire d’un triangle sphérique ést égale à 
l'excès de la somme de ses angles sur deux droits, en 
prenant pour unite celle du triangle trir ectangle. 

Achevons, en effet, les circonférences dont 1e trois 
côtés de notre triangle ABC font partie, et l’on verra 
que les deux triangles ABC et BC A” composent le fu- 
seau AG A’B A; qu'ainsi (649) 


ABC + BCA'— 2!A. 
De même ABC + ACB'—928B. 


La somme des deux triangles ABC et A’B'C' 
forme le fuseau CA’C'B'C; mais le triangle A°B'C’ 
est équivalent (651) à son symétrique À BC (2) : done 


(*) Ce sont des petits cercles, car si c’ctait des grands cercles, 
les trois côtés de chacun de nos triangles étant situés dans un 
même plan, ces triangles deviendraient des cercles. 

(2) En effet, les trois droites A A’, BB'et CC’, sont trois 
diamètres dela sphère (552, 2°) ; de sorte que les deux triangles 
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ABC+ A"B'C — 2C. 

Si maintenant on additionne ces trois équations, on 
verra que, la somme de leurs premiers membres se com- 
pose de deux fais le triangle A BC, et des quatre trian- 
oles ABC, BGA", ACB' et A'B'C qui forment l’hé- 
misphère CABA"B', lequel vaut quatre triangles tri- 
rectangles, c’est-à-dire quatre unités ; done on aura : 

2ABC+4—=72A + 2B +2C; 
d'où -  ABC=— A +B+C—2. 


Ainsi wz triangle sphérique a pour mesure l’excès 
de la somme de ses angles sur deux droits, c’est-à- 
dire le rapport de cet excès à l'angle droit. | 

Exemple. Quelle est l'aire d’un triangle dont les 
angles valent respectivement 1420° 10°, 95° ec A8°? 
L'excès de la somme des mesures de ces angles sur 
celle de deux droits est 83° 10° : ainsi il faut prendre 
le rapport de cet arc à la mesure d’un droit, c’est-à- 
dire à 90°, ce qui se fera en convertissant ces deux 
nombres en minutes. On trouvera ainsi que le trian- 
gle proposé est les 555% = 7? du triangle trirec- 
tangle. 

652. Cororrarre. Si l’on observe que le triangle 
trirectangle est le huitième de la surface sphérique, on 
pourra dire que l’aire d’un triangle sphérique est 
égale au huitième de celle de la sphère multiplie par 
l'excès de la somme de ses angles sur deux droits. 


Taéorème XIIT 
653. L'aire d’un polygone sphérique convexe 
dont tous les cotés sdnt des arcs de grand cercle 
est égale à la somme de ses angles diminuée d’au- 
tant de fois deux droits qu’il a de cotés moins 
deux. 


ABC et A'B’C' sont interceptés par deux trièdres dont les aré- 
tes de l’un sont les prolongements de celles de l’autre : ils sont 
donc bien symétriques. 
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En effet, si du sommet de l’un des angles on mène 
des ares de grand cercle à tous les sommets des angles 
non adjacents à celui-ci, on décomposera le polygone 
en autant de triangles qu l a de côtés moins deux; 
donc son aire sera égale à l'excès de la somme des an- 
gles de tous ces triangles sur autant de fois deux droits 
qu'il a de côtés moins deux ; mais la somme des angles 
de tous ces triangles est égaie à la somme même des 
angles de notre polygone; donc son aire est égale, etc. 
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CHAPITRE IT. 


DE LA COMPARAISON DES AIRES DES CORPS SEMBLABLES. 


THÉoRÈME I. 


654. Les aires des surfaces courbes de deux 
cones droits, de deux troncs de cones droits, de 
deux cylindres droits SeMBLABLES (ces corps sont dits 
semblables lorsqu'ils sont engendrés par des figures 
semblables), sont proportionnelles aux carrés de leurs 
generatrices ou des rayons de leurs bases. 

Soient, en effet, T et T’, G et G',R et R’, r et 7”, 
les aires, les génératrices et les rayons des bases infé- 
rieures et supérieures de deux troncs de cône droits 


semblables. On aura (655) : 
DDC REASON. 11) 
Mais, parce que ces deux troncs sont semblables, 
RAR: red :: CG: 
par conséquent 
RETRACE 7 2); 
donc, en multipliant par ordre les proportions (4) et (2), 
et simplifiant la proportion-produit, 
1515: CG CPS ant :: REREN TES 
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Mais-les troncs deviennent des cônes ou des cylin- 
dres suivant que "et r’ sont nuls, ou que 7 et 7‘ sont res- 
pectivement égaux à R et à R': donc le théorème est 
démontré. 

| Tuiéorèue I. 


655. Les aires de deux calottes, de deux zones, 
de deux sphères, de deux fuseaux et de deux trian- 
oles spheriques SEMBLABLES (deux calottes, deux seg- 
ments sont semblables lorsqu'ils correspondent à des 
surfaces coniques égales ; deux zones sont semblables 
quand elles sont des différences de calottes semblables ; 
deux fuseaux où deux triangles sphériques sont sem- 
blables lorsqu'ils correspondent à des angles dièdres ou 
trièdres égaux) sont proportionnelles aux carres de 
leurs rayons. 

4° Soient Cet C’,R et R’, L et L'les aires, les rayons 
et les hauteurs de deux calottes semblables. On aura 
(644) : 

GC: Ra RE en CP. 

Mais, d’après la définition des calottes semblables, les 
deux triangles BOC et B'O'C' sont semblables (249), Fig, 269. 
et ainsi 

ROC :0'C': 
d’où, dividendo, 

DRE. (9: 
Donc, en multipliant par ordre les proportions (1) 
et (2), et simplifiant, 


CR etipartant : : k° : A". 


2° Cette démonstration est indépendante des hau- 
teurs des deux calottes, et convient ainsi à deux hémi- 
sphères, et par conséquent à deux sphères. Au reste il 
est évident que les aires de deux sphères sont entre elles 
comme 4rR° :47rR"? ou :: R°: R”. 

3° Soient Z et Z' les aires de deux zones semblables, 
et Cet c, Cet c’, celles des calottes semblables dont 
elles sont les différences. On aura : 


ee 
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CCR Se © 5 c'E 

d’où Ce cou LG où Z'': R°:R7% 

4° Enfin, il suit des théorèmes des n° 648 et 652 
que les aires de deux fuseaux ou de deux triangles 
sphériques semblables sont proportionnelles à celles 
des sphères dont ils font partie, et le sont, par consé- 
quent, aux carrés de leurs rayons. 


Théorème IT. 
656. Les aires de deux polyèdres semblables quel- 


conques sont proportionnelles aux carrés de leurs 
lignes homologues. 

Pour le démontrer, il n’y aura qu’à comparer chaque 
face de l’un avec la face semblable de l’autre, comme 
on l’a fait au n° 398 pour les triangles semblables dans 
lesquels on avait décomposé les deux polygones pro- 
posés. 
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LIVRE X. 
DES VOLUMES. 


CE, 


CHAPITRE PREMIER. 
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657. Lx vorume d’un corps est la portion de 
l’espace renfermée par la surface de ce corps. Pour 
mesurer le volume d'un corps, on cherche le rapport 
de ce volume à un autre que l’on prend pour unité, 
Nous prendrons désormais pour unité de volume 
celui du cube dont l’arêéte est égale à l'unité linéaire, 
de sorte que la mesure du volume d'un corps sera le 
rapport de son volume à celui du cube qui à pour 
cote l’unité de longueur. 


THÉORÈME L. 


658. Les volumes de deux parallélipipèdes ree- 
tangles AC et FI (°) de méme base sont proportion- Fig, 270, 
nels à leurs hauteurs AD et FK, 

Répétez la démonstration même du n° 359, en me- 
nant , par les points de division des hauteurs, des plans 
parallèles aux bases. 


Théorème IL 
659. Les volumes de deux parallélipipèdes rec- 


tangles de même hauteur sont proportionnels à leurs 
bases. 
Désignons, en effet, par P et P’ les volumes de deux 


(*) Désormais nous conviendrons, pour abréger, de dési- 
gner un parallélipipède par les lettres placées à deux sommets 
opposés. 
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parallélipipèdes, par e et /, par e’ et /, les deux côtés 
contigus de leurs bases respectives. Construisons un 
troisième parallélipipède rectangle P” de même hau- 
teur Z que les deux premiers, et qui ait en outre même 
épaisseur e que le premier, et même largeur 7° que le 
second. Cela posé, si l'on compare les deux paralléli- 
pipèdes Pet P", et qu'on prenne pour base la face qui, 
dans chacun, a pour côtés contigus e et h, on verra 
que l'et 7 seront alors leurs hauteurs, et qu’ainsi (657) 


P:P° 27: 7, 


La comparaison du second parallélipipède avec Île 
troisième donnera de même : 


PP" : Re 
Donc, en multipliant ces deux proportions par ordre, 


et supprimant le facteur P” commun aux deux termes 
du premier rapport : 


PDT UE He ea 
ce qui démontre notre théorème. 


THéorRÈME III. 


660. Les volumes de deux parallélipipèdes rec- 
taneles sont proportionnels aux produits de leurs 
bases par leurs hauteurs. 

Même démonstration qu ’au n° 361. 


THéorÈkME IV. 


GGL. Le volume d’un parallélipipède rectangle a 
pour mesure le produit de sa base par sa Mure 

Désignons, en effet, par P le volume du parallélipi- 
pède à mesurer, par B l'aire de sa base, et par 2 sa 
hauteur ; par C le volume du cube que l’on prend pour 
unité ; sa base sera donc égale à l’unité de surface, et 
sa hauteur à l'unité linéaire; donc, etc. (Voyez le 

1° 362). 

662. La vérité de cette proposition devient évidente 
à l'inspection seule de la figure, lorsque les longueurs 


NN 
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des dimensions du rectangle sont des nombres entiers. 
Mais il est aussi facile de s’en assurer lorsqu'elles sont 


fractionnaires : car, soit le parallélipipède CE, dont Fig. 271. 


les trois arêtes AB, AD et AE valent respectivement 
4" $, 3% + et 2%. Par les points de division de chaque 
arte. je nène des plans parallèles à celui des deux au- 
tres, ce qui partage notre volume en mètres cubes et en 
parties de mètres cubes. Le parallélipipède HM est les 
+ d’un mètre cube (657) ; donc la tranche I A BH vant 
Jm.e2 5; donc TABK égale 4%:°#.,8. Or, puisque KC—1", 
£ arte LKCD est le Pers de IABH, et vaut ainsi 
AS à 2, de sorte que IA BCD — 4*:° 2,34 , et: par 
conséquent OABCD—A4%.5.35.2. Mais, Rujsque 
LO = <*, on voit que la res OGEF est les à 
de TABCD, et, vaut ainsi 4%€2,.31.%; donc, CARE 
le parallélipipède EC vaut 4m: 3, 1,22 
665. CorozLaire. Si l’on observe que l'aire de la 
base est égale au produit de ses arêtes contiguës, on 
en conclura que /e volume d’un parallelipipède rec- 
tangle a pour mesure le produit de ses trois dimen- 
sions. 


THÉORÈME V. 


664. Le volume d’un cube a pour mesure la troi- 
sième puissance de son aréte. 

En effet, le cube étant un parallélipipède rectangle 
dont les trois arêtes sont égales, son volume aura pour 
mesure la troisième puissance de l’une d'elles (*). 

665. Cororratre. En France, où l'unité linéaire 
est le mètre, l’unité de volume est le MÈTRE CURE. 
Cette unité se subdivise en mille décimètres cubes, le 
décimètre cube vaut mille centimètres cubes, et le 
centimètre cube vaut mille millimètres cubes ; ainsi, 


(*) Ainsi, lorsque l’on forme la troisième puissance d’un 
nombre, on exécute l’opération nécessaire pour évaluer le vo- 
lume du cube dont l’arête contiendrait ce nombre-là d’unités 
linéaires. C’est pour cela que lon a appelé cube d’un nombre 
la troisième puissance de ce nombre. 


Fig. 272. 
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pour convertir un nombre quelconque de mètres cubes 
élt DÉCIMÈTRES CUBES, OÙ én CENTIMÈTRES CUBES, OU 
CR MILLIMÈTRES CUBES, 4 suffit d'avancer la vir- 
gule de Trois, ou de six, ou de NEUF rangs vers la 
droite. 

Autrefois l'unité de volume etait la TOISE CURE, 
laquelle valait 216 pieds cubes. Le pied cube se com- 
posait de 1728 pouces cubes, et le pouce cube de 
1728 lignes cubes. | 

Lorsque les diménsions d'un parallélipipède rectan- 
ole sont exprimées en toisés et fractions de toisé, ce 
qu'il y a dé mieux à faire, pour en calculer le volume, 
ést dé convertir chacune d’elles en unités du dernier or- 
dre. Proposons-nous, par exemple, de trouver le côté 
d’ün cube équivalent à un parallélipipède rectangle dont 
les trois arêtes contiguëés vaudraient respectivement 
2'3?, 3° et AP 5P : on réduira ces trois nombres en pouces, 
et, en multipliant les résultats entre eux, on trouvera 
que le volume du cube équivaut à 2060640 pouces 
cubes (*); dé sorte qu’en extrayant la racine cubique du 
nombre abstrait 2060640, on aura la longueur de son 
arête. On trouve pour sa valeur 14271 = 1! AP 7P, 


THéoRÈME VI 


666. Deux parallélipipèdes AG et AM sont équi- 
valents lorsqu'ils ont une face commune AC, ét que 
les faces opposées à celle-ci EG et KM sont situées 
dans un méme plan et comprises entre les mêmes pa- 
rallèles EL et I1M, 

En effet, le prisme triangulaire EAKIDN est égal 
à FBLGCM; car le parallélogramme AI est égal à 
BG, commes faces opposées du même parallélipipède 


AG (590); par la même raison, AN est égal à BM; 


(*) Sil’on veut évaluer ce volume en toises cubés et en 
pieds cubes, ôn divisera le nmbre de 2060640 par 1728, 
puis le quotient par 216, et l’on trouvera ainsi 5 toises cubes, 
112 pieds cubes, 864 pouces cubes. 
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de plus le triangle EAK est égal à FBL, comme ayant 
un angle égal (74) compris entre côtés égaux (174): 
donc les prismes EAKIDN et FBLGCM ont un angle 
trièdre compris entre trois faces égales chacune à 
chacune, et semblablement disposées; donc ils sont 
égaux (899). Mais, si lon retranche le premier du 
polyèdre ABCDELMT, il reste le parallélipipède AM; 
et, si l’on retranche le second prisme du même polyè- 
dre , il reste le parallélipipède AG : donc ces deux pa- 
rallélipipèdes sont équivalents. 


TaéorèmMe VIL. 


667. Deux parallélipipèdes AG et AM de méme Fig, 273. 
base et de mème hauteur sont équivalents. 

En effet, puisque ces parallélipipèdes ont la même 
base inférieure et la même hauteur, leurs bases supé-." 
rieures EG et KM doivent se trouver dans un même 
plan. Si donc on prolonge les plans des faces AF et DG 
du premier, ainsi que les plans des faces AN et BM 
du second, on formera un troisième parallélipipède 
AR (589), qui sera équivalent à chacun dés deux au- 
trés AG et AM; car ils ont tous trois la face com- 
müne AC; et les faces opposées à celle-ci PR et EG, 
PR et KM, sont situées dans le même plan, et com- 
prises entre les mêmes parallèlés EQ et IR, PN et QM: 
donc les deux parallélipipèdes AG et AM sont équi- 
valents. 


. TnéorèME VIII. 


668. Tout parallélipipède peut être transformé en Fig. 272. 
un parallélipipède rectangle de base équivalente ét 
de méme hauteur. 
Soit ABFE la base du parallélipipède proposé. Me- 
nôns par chacun des côtés dé ce parallélogramme des 
plans pérpendiculaires à son plan. L'espace AG, com- 
pris entre eux et les plans des bases du parallélipipède 
proposé, sera un parallélipipède droit (592) qui lui 
sera équivalent (667). Si done la base AF était 


Fig. 274. 
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un rectangle, le théorème serait démontré. S'il n’en 
est pas ainsi, menez aux points À et B les perpendicu- 
laires AK et BL terminées au prolongement de EF, 
puis conduisez des plans par les droites AD et AK, BC 
et BL, et vous formerez ainsi un parallélipipède rec- 
tangle AM (592) équivalent au parallélipipède pro- 
posé (666), qui aura même hauteur AD que lui, et 
une base A L équivalente à la sienne AF (367). 

669. Cororraine. Le volume d'un parallelipi- 
pède quelconque a pour mesure le produit de sa base 


par sa hauteur (661). 


THÉORÈME IX. 


670. Tout prisme triangulaire est la moitié d’un 
parallélipipède de base AR et de mème hauteur. 

Soit ABCDFG le prisme proposé. Je mène par 
les arêtes BF et GC des plans parallèles à ses faces 
respectives AG et AF, et je forme ainsi un parallélipi- 
pède AK, que le bilan CF partage en deux prismes 
triangulaires ABCDFG et BCIGFK (*); donc, en 
démontrant qu ils sont équivalents, ]j ‘aurai prouvé que 
le premier est la moitié du parallélipipède AK. Pour y 
parvenir, je prends sur le prolongement de l’arête AD 
une longueur A'D'=AD, puis je mène par les points D’ 
et A’ deux plans perpendiculaires à cette arête, et l’es- 
pace compris entre eux et les plans des faces latérales 
du parallélipipède AK, sera un parallélipipède droit A'K', 
que le plan CF partagera en deux prismes droits égaux 
(600). Orjedisquechacun d'eux est équivalent au prisme 
oblique correspondant; car, si l’on porte le tronc de 
prisme A'B'C'ABC sur D'F'G'DFG, on pourra évidem- 
ment faire coïincider leurs bases AO A A'B'C'et 
D'F'G', et alors leurs arêtes latérales coïncideront 
aussi (454): mais, puisque A D'æ AD, on voit que 
À A'— DD": donc le point À tombera sur D: ; il en sera 


(1) Ces Prismes sont SYMÉTRIQUES par rapport au centre du pa- 
rallélipipède (590 et 620). 
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de même des sommets C et B à l'égard de leurs homo- 
logues G et F, de sorte que RP polyèdres 
A TB’ C'A BC et D’ F'G'DFG se recouvriront parfaite- 
ment : donc 1ls sont égaux ; mais, si de chacun d’eux 
on retranche le tronc de prisme D'F'G'ABC, il restera 
d’une part le prisme droit A"B'C'D'F'G', et de l’autre 
le prisme oblique ABCDFG : donc ils sont équiva- 
lents. Il en est évidemment de même de B'C’T'G'F’K 
et de BCIGFK : donc enfin les deux prismes ABCDFG 
et BCIGFK sont équivalents; donc chacun d’eux est la 
moitié du parallélipipède AK de base double et de 
même hauteur. 


671. CororcaiRe 1. Le volume de tout prisme 
triangulaire a pour mesure le produit de sa base par 
sa hauteur, 

En effet, un prisme triangulaire quelconque étant la 
moitié d’un parailélipipède de base double et de même 
hauteur, son volume aura pour mesure la moitié de la 
base de ce parallélipipède multipliée par sa hauteur, 
c'est-à-dire le produit même de sa base par sa hautéur, 


672. Cororraire 1. Le volume d’un prisme po- 
lygonal quelconque «& pour mesure le produit de sa 
base par sa hauteur; car, si l'on partage la base ABCDE Fig. 250. 
en triangles par des diagonales, et que par ces lignes 
et les arêtes auxquelles elles aboutissent on mène des 
plans, on par tagera le prisme AT en prismes triangu- 
laires qui auront même hauteur que ce prisme, et dont 
chacun aura pour mesure le produit de l'aire du triangle 
qui lui sert de base multipliée par cette hauteur. Dans 
l’addition de ces volumes partiels, on pourra mettre la 
hauteur en facteur commun, et alors on trouvera, pour 
l'expression du volume demandé, la somme des aires 
des triangles qui composent la base du prisme AT, c’est- 
à-dire l'aire de cette base multipliée par sa hauteur. 


THÉORÈME X. 


675, Le volume d’un cylindre droit a pour me= 


Fig. 264. 


334 LECONS DE GÉOMÉTRIE. 


sure le produit de sa base par sa hauteur ( ), c'est-à- 
dire qu’en désignant par C, 2 et R ie volume, la hau- 
teur et le rayon de la base de ce cylindre, on aura 


=QrRA.nit 


En effet ; ] inscris et Je circonscris au cylindre pro- 
posé deux prismes réouliers dont les bases soient sem- 
blables; je représenté par V et par v leurs volumes et 
par B et par © les aires de leurs bases; nous aurons 


HP V B 
V—B2 et v= dk, d'où x: . 


ee 
; D: 


Si l’on inscrit et si l’on circonscrit à notre cylindre 
d’autres prismes réguliers dont les bases toujours sem- 
blables aient un plus grand nombre de côtés, toules 
les quantités qui entrent dans ces équations varleront 
à l'exception de 2, mais ces équations subsisteront tou- 
jours. Or, on peut prendre le nombre d'es côtés des bases 
assez grand pour que B et © diffèrent de moins que toute 
grandeur donnée; donc la limite du second membre 


? ne: V: B : } k 
de l'équation = — >, et par conséquent aussi celle du 


premier est l'unité; donc /a difference entre V et v 
peut étre rendue moindre que loute grandeur assi- 
gnable ; mais le volume du cylindre due évidemment 
compris entre V et v; donc il est leur limite commune. 
Puis, donc que 

VE A, 
on aura 


{ E—9rRA, 


car les limites de deux quantités RE qui restent 
constamment égales, sont égales. 

Exempre. Quelle est la mesure de l'effort exercé 
sur le piston d’une machine à vapeur, en supposant 
que le diamètre de ce piston ait 5 décimetres, et que 
l’on travaille sous une pression de 3 atmosphères ? 


(*) Cela résulte de ce qu’on peut le regarder comme un 
prisme infinitésimal, 
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L’aire du piston est + 25%%:1,3,142 = 191:1,64, Mais 
la pression atmosphérique est égale au poids d'une co- 
lonne d’eau de 40",4 de hauteur : donc l'effort exercé 
sur le piston est le poids d’une colonne d’eau dont le 
volume est (19,64.40,4.3)t%, c’est-à-dire qu'il est 
égal à 612*-5,69. 
674. Cororrarre. Le volume d’un tronc. de cy- 
lindre circulaire droit a pour mesure le produit de sa 


base par son axe (GAA). 
Tuéorkme XI. 


675. Deux tetraèdres SABC et sabc qui ont des Wig. 275, 
bases équivalentes et des hauteurs égales SO et s0, 
sont équivalents. 

Supposons, en effet, que les deux tétraèdres ne 
soient pas équivalents, et que le volume du premier 
soit le plus grand. On pourra toujours construire sur 
sa base ABC, un prisme équivalent à la différence des 
deux volumes : car il suffira , pour avoir sa hauteur OG, 
de diviser cette différence par la-moitié-de l'aire du 
triangle ABC (670). Cela posé, partageons la hau- 
teur SO en parties égales et plus petites que OG, de 
sorte qu'il tombera au moins un point de division I 
entre O et G, puis, après avoir placé les bases des deux 
tétraèdres sur un même plan, menons par tous les points 
1,K,L, des plans parallèles à celui-ci. Les tétraèdres 
seront ainsi partagés en tranches de même hauteur, et 
dont les bases seront équivalentes chacune à cha- 
cune (588). Conduisons actuellement par chacun des 
côtés BC, B'C”, B’C”, BC”, des plans BE’, B'E”, 
B'E’”", BE, parallèles à l’arête SA , et par les côtés 
b'e', be", be”, des plans L'e, L''e’, be”, parallèles 
à l’arête «4; et, de plus, par le sommet S du premier 
tétraèdre menous un plan parallèle à sa base (*). Nous 


(+) Les traces du plan BE sur les faces de l'angle dièdre S A. 
se construisent ep tirant par les points Bet C des parallèles BD’ 
et CE’ à SA, terminées aux prolongements de A'B’ et de A'C'et 
la droite D'E' est sa trace sur le plan A'B'C’. 


- 
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formerons ainsi deux séries de prismes, les uns plus 
grands, les autres plus petits que les tranches pyrami- 
dales qui leur correspondent, de sorte que la diffé- 
rence entre la somme des prismes circonscrits aux 
tranches du premier tétraèdre et celle des prismes 
inscrits aux tranches du deuxième surpassera la diffé- 
rence de ces deux tétraèdres. Mais la différence de ces 
deux sommes de prismes est le prisme ABCE': car 
tous les prismes circonscrits sont, à partir du deuxième 
A'BC'E", équivalents aux prismes inscrits, comme ayant 
des bases équivalentes et des hauteurs égales chacune 
à chacune : donc le prisme ABCE’ doit être plus 
grand que le prisme équivalent à la différence des deux 
tétraèdres, ce qui ne se peut; car ils ont la même base 
ABC, et la hauteur OT du premier est moindre que 
celle OG du deuxième. Donc on ne pouvait pas supposer 
que les deux tétraèdres SABCG et sa bc ne fussent pas 
équivalents : donc ils Le sont. 


TakorRÈME XIE 


676. Un éronc de prisme triangulaire est la somme 


Fig. 276. de trois tetraèdres de méme base DEF que lui, et 


dont les sommets sont ceux À, B, C, de sa base su- 
périeure. S3 | 
Menons, en effet, par le point A et l’arête FE, un 
plan dont les traces sur les faces CD et BD seront les 
droites AF et AE. Nous retrancherons du tronc le té- 
traèdre AFDE, dont la base est celle même du tronc, 
et qui a pour sommet l’un de ceux A de la base supé- 
rieure. Il restera alors une pyramide quadrangulaire 
ABCFE que l’on partagera en deux tétraèdres ACFE 
et ACBE, en faisant passer par ses arêtes A C et A E un 
plan qui coupera sa base suivant CE. On peut substi- 
tuer au premier le tétraèdre CDFE : car ils, ont la 
même base CFE et même hauteur, puisque leurs sorn- 
mets À et D sont situés sur une parallèle A D au plan 
de cette base (445); mais on peut regarder ce té- 
traèdre CDFE comme ayant pour base celle même 
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DFE du tronc, et pour sommet celui C de sa base 
supérieure : ainsi , il satisfait encore aux conditions de 
l'énoncé. 

Il ne s’agit donc plus que de prouver que le troi- 
sième tétraèdre ACBE est équivalent au tétraèdre 
BDFE, qui a pour base le triangle DFE, et pour 
sommet le troisième sommet B de la base supérieure 
du tronc. Or, la chose est manifeste : car, si l’on con- 
sidère le tétraèdre BDFE comme ayant pour base le 
triangle BFE , et pour sommet le point D, on recon- 
naitra que sa base est équivalente à celle du tétraèdre 
ACBE (570), et qu'il a même hauteur que lui, puisque 
leurs sommets D et A sont sur une parallèle au plan de 
ces bases. 

677. CoroiLaire 1. Comme cette démonstration 
est tout à fait indépendante de linclinaison mutuelle 
des plans ABGet DEF, on voit qu'elle convient au 
cas où ces plans sont parallèles, c’est-à-dire au cas où 
le polyèdre ABCDEF est un prisme. Mais alors les 
trois tétraèdres dont 1l est la somme sont équiva- 
lents (675) : donc chacun d’eux est alors le tiers de ce 
prisme ; ; donc un tetraèdre est le tiers d’un P! 1sme de 
méme base et de mème hauteur, et, par conséquent, 
son volume a pour mesure le tiers De produit de sa 
base par sa hauteur. 

678. CoroLLaire 11. Le volume d’une pyramide 
quelconque a pour mesure le tiers du produit de sa 
base par sa hauteur. (Répéter ici le raisonnement 
du n° 672.) 

679. CoroLLaiRE 111. Deux pyramides symétriques 
sont équivalentes : car, en preuant le plan de la base de 
lune pour plan de symétrie, il devient alors évident 
qu’elles ont des hauteurs égales (623). 

680. CororraiRe 1v. Le volume d’un tronc de 
prisme triangulaire a pour mesure le produit de sa 
base inférieure par le tiers de la somme des trois per- 
pendiculaires abaissees sur cette base des sommets 
de l’autre. On le reconnaît en additionnant les volumes 


22 


Fig. 277. 
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des trois tétraèdres qui le composent, et mettant la 
base en facteur commun, 

On peut dire aussi qu'un tronc de prisme triangu- 
laire a pour mesure l'aire de sa section droite, mul- 
zipliée par le tiers de la somme de ses arêtes late- 
rales. 

En effet, la section droite partage le tronc en deux 
parties qui, étant des troncs de prismes droits, ont cha- 
cun pour mesure l'aire de cette section multipliée 
par le tiers de la somme de ses arêtes latérales, 
donc, etc. 


Taéorème XIII. 


G81. Le volume d’un cone quelconque & pour 
mesure le tiers du produit de sa base par sa hau- 
teur (*). (Répéter la démonstration du n° 673.) 


THéorRÈME XIV. 


682. Un tronc de pyramide à bases parallèles est 
la somme des trois pyramides de méme hauteur que 
lui, et dont les bases respectives seraient les deux 
bases du tronc et une InOYeEnILe proportionnelle entre 
ces deux bases. 

Soit TGHIKL une pyramide quelconque. Trans- 
formons sa base en un triangle DEF, et construisons 
sur ce triangle un tétraèdre de même hauteur que la 
pyramide. Alors, si, ayant placé les deux bases sur un 
même plan, on coupe les deux polyèdres par un plan 
parallèle à celui-là, on déterminera deux sections 
MNOPQ et ABC qui seront équivalentes : car elles 
sont proportionnelles aux bases, Les deux pyramides 
retranchées sont donc équivalentes, puisqu'elles ont 
même hauteur et des bases équivalentes. Mais Les py- 
ramides totales le sont aussi par la même raison : donc 
les deux troncs sont équivalents; et, comme ils ont 


(*) Cela résulte de ce qu’on peut regarder un cône comme 
uue pyramide infinitésimale, 
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même hauteur et des bases équivalentes, on voit que, 
si l’on peut démontrer le théorème pour le tronc de 
pyramide triangulaire, il le sera aussi pour le tronc de 
pyramide polygonale. 

Ménons un plan par le point A et par l'arête FE, ct 
nous retrancherons du tronc ABCDEPF Île LE 
ADFE qui a pour base la base inférieure du tronc et 
même hauteur que lui, puisque son sommet A est un 
de ceux de la base supérieure. Il restera alors la pyra- 
mide quadrangulaire ABCFE, que l’on partagera en 
deux tétraèdres ACFE et ABCE, en faisant passer un 
plan par ses arêtes AC et AE. Le second a pour base 
la base supérieure du tronc, et même hauteur que lui, 
puisque son sommet E est un de ceux de la base infé- 
rieure : ainsi, nous avons déjà deux des trois pyramides 
dont il s’agit. 

Or, si l’on prend FG—CA, et que par le point G 
et la droite CE on mène un plan, dont les traces sur 
les faces SFD et FDE seront CG et GE, on formera 
un tétraèdre CFGE, que l’on pourra substituer au 
troisième tétraèdre ACFE : car ils ont la même base 
CFE, et leurs sommets G et À sont situés sur une pa- 
rallèle au plan de cette base. Mais en prenant le point 
C pour sommet de CFGE, ce tétraèdre a même hau- 
teur que le tronc : si donc on peut prouver que sa base 
FGE est moyenne proportionnelle entre celles de ce 
tronc, le théorème sera démontré, Pour le faire voir, 
je prends FI=CB, et je joins GI, ce qui forme le 
triangle FGI égal à ABC (159). Or, les deux triangles 
FGI et FGE ont leurs bases FLet FE en ligne droite, 
et leurs sommets au même point G : donc Lei ont même 
hauteur; doncilssont entre eux comme leurs bases(3 714); 
démc 


FGI ou ABC : FGE::Flou BC:FE. 


La comparaison des triangles FGE et FDE donne. 
semblablement : 


FGE : FDE :: FG ou AC : FD. 


à 
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Mais les triangles semblables (250) ABG et FDE ont 


leurs côtés homologues proportionnels : : ainsi Je rap- 
port de BC à FE est égal à celui de AG à FD; 
donc, les seconds rapports de nos deux proportions 
étant égaux, les premiers le sont donc aussi, et lon a 
par conséquent : 


ABC: FGE::FGE : FDE, 


ce qui prouve que le triangle FGE est moyen propor- 


tionnel entre les deux bases du tronc, et achève de 
démontrer notre théorème (*). 


cs ) On peut démontrer ce théorème de la manière suivante 
qui est très simple. 

Désignons par A? et par a? les aires de deux carrés équiva- 
lents aux bases du tronc, par H et par 2 les hauteurs des py- 
ramides dont il est la différence, par V ct par v les volumes de ces 
pyramides et par # la hauteur du tronc : où aura 

V=iAHetv—{a?h, d'où V—v= ?(A°H—a2),. 
Mais en vertu du théorème du n° 587, on a 
ANT) Se HS PRPTÉLIpATtANEAS SEA: IL RE 


proportion de laquelle on ure 


\ A 

PH ORHEs 
A—a 

ah — aus 

A—a 


Eu substituant ces valeurs de H et de À dans l'expression du 


. k 
volume du tronc, il viendra, en mettant— en facteur commun ; 


; k# A$—aÿ 
V D —, RE GTS EE: 
5) Au 
Si l’on affectue la division de (Aÿ— a) par (A—a), on 


trouvera : 74 


res (A?+HAa+a?), 


ou , ce qui revient au même, 

V—v—<+Atk + ia kLiAak, 
et cette formule est l'expression de rotre théorème, car À a est 
une moyenne proportionnelle entre A? et a?, 
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6853. Conocrame 1. Le volume d’un tronc de py- 
ramide à bases parallèles « pour mesure le produit 
de sa hauteur par la somme faite de ses deux bases et 
de leur moyenne proportionnelle. 


THÉORÈME XV. 


G8A. Un tronc de cone à bases parallèles est la 
somme de trois cônes de méme hauteur que lui, et 
dont les bases respectives seraient les bases mêmes 
du troncet une Inoyenne proportionnelle entre ces deux 
bases. 

Pour le démontrer, il n’y aura qu'à construire un 
tétraèdre de même hauteur que le cône d’où provient 
le tronc et dont la base soit équivalente à celle de ce 
cône. Il sera facile de reconnaître, en raisonnant comme 
dans le premier paragraphe de la démonstration du 
théorème XIV , que le tronc de cône est équivalent à 
un tronc de pyramide triangulaire de même hauteur et 
dont les bases seront équivalentes aux siennes, de sorte 
que le théorème étant vrai pour un tronc de pyramide 
triangulaire, le sera aussi pour un tronc de cône ("). 

Si le tronc de cône est circulaire, et qu'on désigne 
par 2 sa hauteur, par R et par r les rayons de ses bases, 
on trouvera facilement que la mesure de son volume a 
pour expression : 

Lrh(R+r+Rr). 

Ainsi le volume d'un tronc de cone circulaire à 
bases parallèles a pour mesure le tiers du produit du 
rapport de la circonference au diamètre multiplie par 
sa hauteur, et encore par la somme faite des carrés 
des rayons de ses bases et de leur produit. 


Taéorime XVI. 


685. Le volume d’un tronc de parailélipipède a 
pour mesure le produit de sa base inférieure par le 


—— 


(*) 11 sera encore plus simple d'appliquer ici la démonstra- 
tion donnée dans la note(*}) du n° 682. 


Fig, 278. 
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quart de la somme des perpendiculaïres abaïssees sur 
cette base des sommets de l’autre. 

Désignons par a, db, c, d, les perpendiculaires 
abaissées des sommets respectifs À, B, C, D, de la 
base supérieure sur la base inférieure, et représentons 
l'aire de celle-ci par B. Cela posé, si nous menons un 
plan par les deux arêtes opposées AE et CG, nous dé- 
composerons le tronc de parallélipipède en deux prismes 
triangulaires tronqués dont les mesures seront respec- 
tivement 

B atb+ce BB 'a+ktc+d 
Dee 5: tr 
Si nous conduisons de même un plan par les deux arêtes 
BF et DIT, nous décomposerons notre tronc en deux 
nouveaux prismes tronqués dont les volumes auront 
pour mesures 


B'atb+a B bc d 
2 8 3? DEC 

Si nous ajoutons ces quatre produits, nous aurons 

évidemment le double du volume V du tronc de paral- 


y. Q 02 « q B 
lélipipède : donc, en mettant 5 cn facteur commun, 


il viendra 
2V—S(a+b+c+d): 
car chacune des perpendiculaires a, db, ce, d, est ré- 
pétée rois fois. En divisant par 2, on aura enfin 
V==(a+ô+c+d), ou V=B. Er, 
ce qu'il fallait démontrer. 


On peut dire aussi qu'ur tronc de parallélipipède 
a pour mesure l’aire de sa section droite multipliee 


par le quart de la somme de ses arêtes laté- 


rales (680). 


PROBLÈME I. 


636. Calculer le volume d’un polyèdre quel- 
conque. 
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Il n’y aura qu'à décomposer ce polyèdre en pyra- 
mides, et évaluer le volume de chacune d'elles. 

Mais la nature du polyèdre proposé fournit souvent 
des moyens plus simples d'en obtenir le volume. Sup- 
posons, par exemple, qu'on demande le volume com- 
pris entre deux murs en talus terminés chacun par un 


lan perpendiculaire à sa direction, et soient ABCFED Fig. 279. 


et A'BCF'ED' les plans inférieur et supérieur de ces 
murs. Le plan EBE’B" partage le volume demandé en 
deux troncs de prisme droits FC'B'E et D A'B'E, fa- 
ciles à mesurer, en les décomposant en troncs de prismes 
triangulaires. En désignant par &,b,a,b',e,c',eth 
les arêtes BC, EF, B'C', EF”, CF, C'F'et FF’, on 
trouvera pour le premier tronc FCB'E : 


V= Sc (ata+ b')+c(a+b+07}. 


Si, au lieu de considérer le volüme proposé, on 
considère un hexaèdre symétrique par rapport à deux 
plans rectangulaires, il n’y aura qu'à faire dans cette 
formule 4'= L", a == b, et regarder c et c” comme les 
largeurs des faces GE et C’E’ et À comme la distance 
de leurs plans, et on trouvera 


V=£ {c'(2a'+a)+c(2a+a)) y 


ANT REG 1 
Si c'=0, elle se réduit à V — —(2a+u). 


Ces formules serviront à calculer les capacités des 


fossés. 


TaéorèMe XVII. 


637. Le volume engendré par la révolution d’un 
triangle autour d’un axe mené dans son plan et par 
son sommet, a pour mesure le produit de l'aire engen- 
drée par la base du triangle multipliée par le tiers de 
sa hauteur. ù 

Il peut arriver trois cas, suivant que l’axe de révo- 
lution coïncidera avec un des côtés du triangle, qu'il 
rencontrera sa base , ou qu’il lui sera parallele : 


Fig. 280. 


Fis. 281. 
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- 4° Supposons que le triangle ABC tourne autour de 
son côté AG : il est clair que le volume V qu'il engen- 
drera sera la somme des cônes produits par la rotation 
des triangles ABB’ et BCB'; mais, comme ils ont la 
même base, on voit que la somme de leurs volumes est 
égale au tiers du produit de cette base par la somme 
de leurs hauteurs A B"et B'C : done 


| V—irBB".AC. 
Or, l’aire A de la surface engendrée par BC a pour 
expression (637) 
A=7#rBB'.BC; 
d’un autre côté, la similitude des triangles AMC et 


BCB’ (249) donne la proportion | 

AM : BB':: AC : BC; d’où BB'.AC—BC.AM; 
et, par conséquent, en multipliant les deux membres 
de cette dernière égalité par ? x BB, 


1rBB'.AC—1rBB.BC.AM. 


Mais le premier membre de cette équation est la mesure 
du volume cherché V , le produit r BB". BC est celle 
de l'aire À engendrée par BC; donc nous aurons enfin, 
en remplaçant , 


VA AM, ou V — A.5 AM; 


conformément à l'énoncé. 

2° Supposons maintenant qu'il s'agisse du triangle 
ABD tournant autour de AC. Le volume demandé 
sera alors la différence des volumes engendrés par les 
triangles ABC et ADC; et, comme chacun a pour 
mesure le produit de l’aire de la surface décrite par sa 
base, multipliée par le tiers de la hauteur commune 
AM, on voit que la mesure que l’on cherche est encore 
égale à la différence des aires de ces deux surfaces, 
c'est-à-dire à l'aire engendrée par BD, multipliée par 
le tiers de AM. | 

3° Les cônes engendrés par les triangles BAB'et 
DAD' sont les tiers respectifs des cylindres AMBB’ 


| 0 
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et AMDI) : donc leur somme est le tiers du cylindre 
BDD'B', et, par conséquent, le volume engendré 
par le triangle ABD est les deux tiers de celui de ce 
cylindre; ainsi 

V=—2rAM.BD—2rAM.BDx1AM. 
Mais 2 r A M.BD est la mesure de l'aire A de la surface 
cylindrique engendrée par BD (640) : donc encore 
V=A,.IAM. 


* 688. CorozLaire 1. Si l’on joint le sommet du Fig. 280. 


triangle A BD avec le milieu I de sa base, l'aire À en- 
gendrée par cette base aura pour expression À — 
27r.11'.BD, de sorte que l’on aura ainsi 


VN=27r.Il.BD.AM. 


Mais le centre de gravité G du triangle AB D se trouve 
sur AT et aux deux tiers de cette droite à partir de 
À (2953): donc GG'—?1}"; d’un autre côté, le produit 
BD.AM est le double de l'aire du triangle ABD ; donc 


la valeur de V deviendra ainsi 
V=ABD.27rGG", 


c'est-à-dire que le volume engendré par la révolution 
d’un triangle autour d'un axe, mené dans son plan 
par son sommet, a pour mesure son aire multipliee par 
la circonference décrite par son centre de gravité. 

689. CororLaire 11. Le volume engendré par la 
révolution d’un secteur poly gonal régulier autour d’un 
des rayons qui le terminent, a pour mesure l'aire de 
la. surface engendree par sa base multipliée par le 
tiers de son apothéme (GAS). 


Tnéorème XVIIL 


690. Le volume d'un secteur spherique a pour 
mesure le produit de l'aire de la caloite qui lui sert 
de base muliipliée par le tiers du rayon ('), c’est-à-dire 

P 


(*)} On peut , en effet, regarder cette calotte comme une sur- 
face polyédrale dont les faces seraient infiniment petites (509); 


Fig. 267. 
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qu'en désignant par V et par R le volume et le rayon 
de ce secteur et par C l’aire de la calotte qui lui sert de 
base, on aura 
V=SC.R 

Considérons, en effet, le secteur sphérique engen- 
dré par la révolution du secteur circulaire AEBO 
autour du rayon AO : j'inscris et je circonseris à l’arc 
A B deux lignes brisées régulières du même nombre de 
côtés ADEFB et A'D'EF'B ; je représente par s et S 


_ les volumes engendrés par Îes secteurs polygonaux cor- 


respondants, par & et par À les aires des surfaces de ré- 
volution décrites par ces deux lignes et par l'apothême 
de la première. Nous aurons 


Sp MRER Fo R2 SAC 
S=+%AR ets=—{ar, d'ou-— — 
£ $ a 


en remplaçant À et & par leurs valeurs respectives 
27R.A'C' et 27rr.AcC. 

Si l’on inscrit et si l’on circonserit à l’arc AB des 
lignes brisées toujours semblables-et qui aient un plus 
grand nombre de cotés, toutes les quantités qui entrent 
dans ces équations “ariétont , à l’exception de R, mais 
ces équations subsisteront toujours. Or, on peut prendre 
le nombre des côtés des deux lignes brisées assez grand 
pour que R et 7 diffèrent de moins que toute graudeur 
donnée, et il en sera alors de même de A’C’ et de AC, 
comme nous l'avons prouvé dans la démonstration de 
l’aire de la calotte (644). Donc la limite du second 
membre de notre 3° équation, et, par conséquent, 
aussi celle du premier est l’unité : donc {4 différence 
entre S et s peut étre rendue moindre que toute quan- 
tité assignable. Mais le volume V du secteur sphérique 
est a compris entre S et s ; donc il est leur 
limite commune. Puis donc que ; 


de sorte qu’en menant des plans par le centre de la sphère ét 
par chacune des arêtes de cette surface, on décomposera le sec- 


teur sphérique en une infinité de pyramides qui auront pour 


hauteur commune le rayon de la sphère, etc. 
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S—+AR, 


on aura 
V—1CR. 


6914. CororzaiRe 1. Le volume de la sphère a 
pour mesure l'aire de la surface sphérique multipliee 
par le tiers du rayon. Si donc on désigne ce rayon par 
R, on aura pour expression de ce volume : 


sphR=4rR.1R()—=2îrR;:: 


ainsi on peut dire que /e volume de la sphère a pour 
mesure les quatre tiers du rapport de la circon erence 
au diamètre multiplies par le cube du rayon, ou le 
sixième de ce rapport multiplie par le cube #3 dia= 


mètre D; caronaR=%, et partant £rR°=— {7 D", 


3 2 
692. CoroLLaiRE 11. Le volume d’un onglet sphe- 
rique est égal au quart de celui de la sphère multiplie 


par son ang ole, 
Tuéorkme XIX. 


693. Le volume engendré par la révolution d’un 
segment de cercle AMB À autour d'un diamètre ex- Fig. 282. 
térieur à ce segment, est le sixième d’un cylindre 
qui aurait pour rayon la corde AB de ce segment, 
et pour hauteur la projection A'B° de cette corde sur 
l’axe de revolution OC. 

Joignons, en effet, O A et OB, etilest clair que le 
corps engendré par le segment A MB A sera la diffé- 
rence de ceux engendrés par le secteur OAMB et par 
le triangle O AB. Or, le premier de ces corps étant la 
différence des deux secteurs sphériques OCB et OCA, 
son volume sera égal au tiers du rayon multiplié par la 


(*) Ou, ce qui revient au mème, à l'aire d’un grand cercle 
multipliée par les 4 du rayon ou par les + du diamètre ; maïs le 
volume du cylindre circonscrit à la sphère est égal à l'aire d’un 
grand cercle muhiplié par le diamètre : donc e volume de la 
sphère est les + de celui du cyléndre circonscrit. Ce théorème et 
ceux énoncés das les notes (?)et (*) du numéro 647 sont dus à 
ÆArchiméède. 
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différence des calottes qui leur servent de base, c’est- 
à-dire par l'aire de la zone AMB : ainsi 
AO TR, 1s 
vol, OAMB == zone AMB. 37 AO" . AB" (645). 
D'un autre côté, le volume engendré par le triangle 
OAB a pour expression (687) 


Où 


vol, OAB= surf. AB. =3r OT.A’B (642) : 


donc ve 
vol. AMBA=2rA'B'(AO—OP). 
Mais le triangle rectangle AOTÏ donne 


NS pe 
AU O1 —A] = 
AB 
car AI =; donc on aura enfin, en remplaçant, 


vol. AMBA—rAB".AP, 
ce qui démontre notre théorème (673). 


THéorkmEe XX. 


G94. Le volume d'une tranche sphérique est égal 
à celui d’un cylindre de méme hauteur que la à de, 
et ayant pour base la demi-somme de ses bases, plus 
le volume d’une sphère qui aurait pour diamètre la 
hauteur de la tranche. 

Considérons la tranche engendrée par la révolution 
du segment A’'AMBB' autour du diamètre CD. Son 
volume V se compose de ceux engendrés par le segment 


AMBA et par le trapèze AB’: ainsi, il a pour expres- 
sion (695 et 684 ): 


V=irAB".A'B+2rA'B(AA"+BB"+AA"BP'); 
ou, en mettant Lx À’ B' en facteur commun, 
V—=irA'B(AB' +2AÀ°+2BB°+92A A". BB'). 
Or, comme nous voulons exprimer le volame de la 
tranche en fonction seulement de ses bases et de sa 
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hauteur, il faut éliminer AB° de l'expression précé- 
dente. Pour cela, j'abaisse sur BB” la perpendiculaire 
AF, et le triangle rectangle ABF me donne AB°— 
AF°+ BE". Mais, BF étant la différence des droites 
BB'et A A’, son carré vaut BB” + À: AA"—2AA". BB'(594); 
donc F5; —AÀB'+ BB?+ AA? — 2AA.BPB', car 
AF—A'B'; donc en remplaçant dans lexpression de 1e 
il viendra, après avoir réduit, 

V=41:AB'(AB"? +SAA"+3BB"), 
ou, en effectuant ap lcation de AB” par £rA'P’, 
et celle de 3A A°+3BB" par {r, 


rAA °+ im 
9 


V— LRNT + AD ( : 
formule qui démontre notre théorème; car 1rA B° est 
le volume de la sphère dont A B'est Île Re et 
rAA°Lr BB" 
2 

dont l’aire serait la demi-somme des bases de la tranche. 

695. Cororcatre. En observant qu'un segment 
sphérique peut être considéré comme une tranche dont 
la base supérieure est nulle, on voit qu'urz segment 
sphérique est égal à la moitie d'un cylindre de même 
base et de même hauteur que lui, plus la sphère dont 
cette hauteur est le diamètre. 

696. Si l’on représente par R et par L le rayon et 
la hauteur du segment sphérique engendré par AC A’, 
on aura, pour expression de son volume , 


== 47 À. À AA°+Ir h°; 
Mais (256, 1°) AA —} (2R—/ );en substituant, 


mettant 1: k® en facteur commun et réduisant, il 
viendra 


peut être regardé comme un cercle 


V=ir (9 R—/), 


de sorte que le volume d'un segment sphérique à 
pour mesure le tiers du produit du rapport de la cir- 


Fig. 277. 
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conference au diamètre, multiplié par le carré de sa 
hauteur et encore par l’excès du triple du rayon sur 
cette même hauteur (*). 


Progcème Il. 


697. Évaluer le volume d’un tronc de pyramide 
dont les bases ne sont point parallèles. 

La question revient évidemment à déterminer les 
hauteurs de la pyramide totale et de la pyramide re- 
tranchée. Pour déterminer celle de la première, je fais 
aux points G et H deux angles égaux à QGH et à 


MHG, puis, du sommet du triangle résultant, j'abaisse 


sur GH la perpendiculaire indéfinie T'RO. Alors, si 


- l’on replie ce triangle sur TGH, le point T” ira se 


placer sur T, de sorte que les deux droites TR et RO 
détermineront un plan perpendiculaire à la base de la 
pyramide ; donc le pied de sa hauteur se trouvera sur 
T'RO; donc si l’on fait aussi aux points H et I des 
angles égaux à MHI et à NIH, et que du point T’on 
abaisse une perpendiculaire TS sur HI, le pied de la 
hauteur de la pyramide devra aussi se trouver sur le 
prolongement de cette droite; donc il sera le point ©. 
On connaîtra donc, dans le triangle rectangle TRO, 


 l’hypoténuse TR=T'R et le côté RO; donc il sera 


Fig. 283. 


facile de déterminer TO. Une construction semblable 
fera connaître la hauteur de la petite pyramide. 


ProgiimMe III. 


*698. Trouver le volume engendre par un hexa- 
gone régulier ABCDEF tournant 1° autour d’un de 
ses cotés AB; 2° autour de sa premiere diagonale AC. 

1° Le volume demandé V se compose du double du 


volume engendré par le triangle BDC et du cylindre 


ee 


(5) On parviendrait directement à ce résultat en observant 
que le segment sphérique engendré par ACA' est la différence 
des volumes du secteur sphérique et du cône engendrés par 
OAC etparO AA. 
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décrit par le rectangle AD. Or, BD — av’ 3(358), en 


désignant par a le côtéde l bexagone 
CI et BI — = 3 = V3: 
donc 
2 vol. BDCG— ET (688) 
vol. AD 35e 


donc V ==. T a 


av 3 


2? E1= 2, Gt 5» Blé; F Fig. 284 
donc Fe 
19 ra 
vol. | @ DEI— Ed Air v — 8raV3 
vol. BCI — 84) : 


ProgrèME IV. 


* 699. Évaluer le volume engendré par une figure Fig. 285. 
plane S} ‘met ique par apport a un axe, en tournant 
autour d’une droite parallèle à cet axe et tracée dans 
son plan. 

Soit XY l’axe de symétrie de la courbe proposée; 
jinscris dans cette courbe un polygone quelconque 
A BCDEFGH qui soit symétrique par rapport à X Y, 
et je cherche les volumes engendrés par les triangles 
ABH et DEF, et par les trapèzes HC et GD. 

Le volume engendré par le triangle BAH est la dif- 
férence des deux troncs de cône IA BK et IAHK ; ainsi 
il a pour mesure | 

27rIK. (BR°- + AÏ+BK.AI— AT ET —AI.HK); 
Or, BK°—HK —(BK +HK) (BK—HK)—2AI.BH, 
car on sait que la différence des carrés de deux quan- 
tités est égale au produit de la somme de ces quantités 


multipliés par leur différence (note (*) du n° 394); d’un 
autre côté BK. AT—AT.HK=—AI (BK—HK)=AI. BH; 


donc on trouvera en réduisant 


rAI.IK.BH, 


Fig. 286. 
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inais LK.BH est le double de l'aire du trianoie A BH ; 
donc V=ABH.?xAl. 


Ainsi le théorème du n° 683 est encore vrai pour un 
triangle isocèle qui tourne autour d’une droite tracée 
dans son plan parallèlement à son axe de symétrie, 

- Sion prolonge les cotés BC et GH jusqu’à leur ren- 
contre en O sur X YŸ , on verra que le trapèze BCGH 
étant la différence des deux triangles COG et BOH, le 
volume qu'il engendrera aura pour mesure la différence 
des volumes engendrés: par leurs aires, c’est-à-dire la 
sienne multpliée par 2r Ai. j 

Donc le volume engendré par le polygone symé- 
trique ABCDEFGIHE à pour mesure le produit de son 
are multipliée par 2x AL. 

Ce résultat est vrai, quelle que soit la grandeur des 
côtés et des angles du polygonc symétrique que nous 
avons inscrit dans la courbe proposée; donc il le sera 
encore quand ces côtés seront infiniment petits, © ’est-à- 
dire quand ce polygone aura atteint sa limite, qui est 
la figure proposée. Done le volume engendré par une 
surface plane symétrique par rapport & un axe, en 
tournant autour d’une parallele a cet axe et tracée 
dans son plan, a pour mesure l'aire de cette surface 
muliipliee par la circonference que décrit un point 
quelconque de l’axe de symétrie (*). 


PROBLÈME V. 


700. Trouver le volume en gendre e par un octogone 
régulier tournant autour d’un de ses cotés. 
Il est facile de voir que le triangle KBC est isocèle et 
pa aV®A ue 
qu'ainsi BK=KC=-—; donc BE = «44 +4 FR 
et comme cette droite est évidemment le double de 
l’apothême, l’aire de l’octogone est égale à 


2a"(A+V2). Donc V=—2ra (1 + V2) 


(*) Ce problème est extrait de la Geéomttrie de M. Catalan. 
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ProgciMe VI: 


* OA. Evaluer le volume d’un corps de figure 
quelconque. | 

Le moyen le plus naturel qui se présente pour éva- 
luer le volume d’un corps, c’est de le décomposer en 
parties dont on puisse calculer immédiatement les vo- 
lumes. Supposons donc que l’on fasse glisser une ligne 
droite sur la surface du corps, de manière qu’elle reste 
perpendiculaire à un plan donné : elle engendrera la 
surface d’un cylindre dont la base ABCDEF, située 
sur le plan dont il s’agit, sera la projection du corps 
sur ce plan. Je divise cette base par deux séries de li- 
gnes droites perpendiculaires entre elles et équidistan- 
tes les unes des autres, et par chacune je mène un plan 
perpendiculaire à celui de la base. De cette manière 
notre corps sera partagé en éléments tels que MP, 
que l’on pourra regarder comme la différence de deux 
troncs »2P et »#P' de parallèlipipèdes rectangles, si les 
lignes de division de la base sont suffisamment rappro- 
chées. Or, le volume de chacun de ces troncs est égal à 
l'aire À de sa base multipliée par le quart de la somme 
de ses quatre arêtes : d'où l’on conclut facilement, en 
mettant À en facteur commun, que le volume demandé 
a pour mesure le produit de l'aire À multipliée par Île 
quart de la somme des arêtes de tous les éléments dans 
lesquels on l’aura décomposé; et, comme il y aura des 
arêtes qui appartiendront à 4,2, 3 ou 4 éléments, il 
s'ensuit que, pour avoir le volume d’un corps, à faut 
partager sa projection sur un plan quelconque en 
rectangles, par deux séries de lignes droites d'autant 
plus rapprochees que l’on voudra plus d’exactitude, 
puis, ayant elevé des perpendiculaires aux sommets 
de chacun de ces rectangles, mesurer les parties de 
ces perpendiculaires interceptées par la surface du 
corps proposé, enfin multiplier l'aire de l'un des rec- 
langles dans lesquels on aura décompose la projec- 
tion du corps, par la somme fuite des parties de ces 


23 


Fig. 287. 
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perpendiculaires qui répondent & ur sommet commun 
à quatre rectangles, des trois quarts, de la mottie et 
du quart de celles qui répondent & un sommet com- 
mun à trois, deux ou un de ces rectangles. 


Dans la marine on a besoin de mesurer le volume 
de la partie de la carène d’un vaisseau qui est plongée 
dans l’eau. Alors on prend le plan vertical mené par 
la quille pour plau de projection, et l’on retombe ainsi 
sur la règle précédente. 


* 702. Scuorie. Remarquons toutefois que les élé- 
ments dans lesquels nous avons décomposé notre corps 
n’ont pas tous pour bases des rectangles, mais seulement 
: des portions de rectangles. On néglige alors ceux qui, & 
à vue, paraissent répondre à des bases moindres que la 
moitié d’un rectangle, et l’on considère les autres 

comme des éléments entiers, 


ProgzÈèmMe VII 


* 7053. Évaluer le volume de la tranche qu'on 
obtient en coupant un corps par deux plans paral- 
lèles. 

Partagcons l'épaisseur de la tranche en un assez 
grand nombre de parties égales, menons par tous les 
points de division des plans parallèles à ses bases, et 
projetons ensuite toutes les tranches élémentaires dans 
lesquelles nous l’aurons ainsi décomposée sur un plan 

Fig. 288. perpendiculaire à tous les plans sécants. Soit AB’ la 
projection de l’une de ces tranches partielles. Je divise 
AB en un grand nombre de parties égales, et par les 
points de division je mène des plans CC’, DD’... 
perpendiculaires à la droite AB : je partage ainsi la 
tranche en éléments dont chacun aura pour mesure 
l'aire de l’un des rectangles élémentaires multipliée par 
le quart de la somme de ses quatre arêtes. Ainsi en 
désignant ces arêtes respectivement par & et 4’, d et Ÿ”, 
cetc'... on aura pour expression du volume » de la 


tranche AB: 
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_AC.cc." La +2c+2c GP 7 "ui 


our i0C"* RER 1 


Mais, en désignant par À et par A’ les aires des bases 


de la tranche, on a (589): 


2 
s { b’ 6 3 
ct A=AC(— TP bi 
nur 
donc V = ns CC. 


Ainsi le volume de l’une quelconque des tranches 
élémentaires est égal à la demi-somme des aires de ses 
bases multipliée par son épaisseur : d'où l’on concelura 
facilement, en raisonnant comme au n° 569, que, pour 
évaluer le volume d’une tranche quelconque d’un 
corps, il faut diviser son épaisseur ent un assez grand 
nombre de parties égales, mener par les differents 
points de division des plans parallèles aux bases, 
puis ajouter à la demi-somme des aires de ces bases 
les aires de toutes les sections intermédiaires, et mul- 
tiplier le résultat par la distance de deux plans Sé— 
cants consécutifs. 


Cette règle convient surtout pour évaluer le volume 


d'un cor iné surface de révolnti 
un Corps termine par une suriace de revoiution : 


car, en supposant les deux plans limites tangents à la ,.,, 


surface aux points mêmes où son axe la perce, les sec- 
tions sont des cercles, de sorte qu'il est alors facile 
d'évaluer leurs aires. 


ProgcèMEe VII. 


* 704. Évaluer l'aire d’une surface courbe quel- 
conque. 


Soit ABCDE la projection de cette surface sur un pis, 287, 


plan quelconque. Si nous opérons comme au n° 704, 
nous décomposerons l'aire demandée en quadrilatères 
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curvilignes , que l’on pourra d'autant mieux regarder 
comme des quadrilatères plans, que les plans sécants 
seront plus rapprochés les uns des autres. Soit A l'aire 
de l’un MNPQ de ces petits quadrilatères , et « celle 
de sa projection 727 p q. Si nous convenons de désigner 
par 2%, R, p, g, les perpendiculaires #2m', nn’, 
PP' qq , abaissées des sommets de cette projection 
sur le plan du quadrilatère PM, et par M,N,P,Q, 
celles abaissées des sommets de celui-ei sur le plan 
de projection, nous aurons pour la mesure du vo- 
lume du tronc de parallélipipède #:P la double ex- 
pression : 
a EEE ne À. 
MÆN+P+Q 
AG, ———— . 
mm + n2+4-p + q 
Mais les triangles rectangles M2», Nnn'..... sont 
équiangles : car les angles Mrm", Nnn'..... mesu- 
rent l’inclinaison du plan du quadrilatère PM sur le 
plan de projection : donc 


MseaNe tp pi Qu ay 


2 


partant 


P+HQ M x : M 
d'ou M a PA —, et ainsi Â=a.—. 
m+nr+ p+g n In 


Donc, en désignant par A’, M' et 71’; A", M” et 
m'....., les quantités analogues à À, M et 7, pour 
les autres quadrilatères dans lesquels nous avons dé- 
composé la surface à mesurer, nous aurons, pour-ex- 
pression de son aire X : 


Mis (4 
X=a( + | ee »: 


mi mn 


de sorte qu'il ne s’agit plus que de déterminer les per- 
peudiculaires M, M', M"......etm,m',m...... 
Les premières se mesureront immédiatement; quant 
aux secondes, voici comment on pourra les obtenir : 
rabattez les faces 72 N et 2Q du tronc 72 P sur le plan 
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de projection, et prolongez les côtés MN et MQ | jusqu'à Fig. 289. 


leur intersection, en Ret en S, avec les côtés de F angle 
nmg.est clair qu'en joignant RS, vous aurez "la 
trace du plan du quadrilatère MNPQ sur ke plan de 
projection : par conséquent, si l’on mène »2T perpen- 
diculaire sur RS, la perpendiculaire abaïssée de »2 sur 
l'hypoténuse du triangle rectangle formé en joignant 
le point T avec le point M de l'espace, sera la droite 
demandée 7». Or, le rabattement de ce triangle sur le 
plan de projection est T2 M: donc celui de la perpen- 
diculaire cherchée #2 est la ligne 220", qu’il est facile 
de mesurer (*). 


PRORLÈME IX. 


705. On lit dans la physique de M. Biot que, 
l’on dore un cylindre d argent pesant 360° avec 
G onces d’or, on pourra l’étirer en un fil de 1351900 
pieds de long sur + de ligne de largeur : quelle est 


2) Si l’on veut calculer », on observera que le triangle rectangle 
? 


M'T M? M? è 
M'mT donne — ——— : d’où — —1 . Mais le triangle 
m mT m? mT 
1 
m SR donne de même m T.SR—mS.mR : d’où Er — 
7n 
SR’ y 1 M: Le 6 ous M2 M: À 
rer fe OMR LES à eo — 5712. Ÿr, En 
mS °mR mR x m gi mR ÿ 


désignant par à et par c les nc sus du le mp, et par 
det e les différences M—N et M—Q, on tire des triangles 


MI ga" eN 
semblables MNI et MRm, MQK et MmS: ——", et ——"; 
RUE 0 "N MS c 


| M d? e? 
donc ——= | DS EN DRE 
m bac: 


; Ar er 
par conséquent au, 1 +—+—. 


C'est la formule même donnée par {a méthode des quadratures, 


Fig. 290. 
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l'épaisseur de la couche d’or, en admettant, avec 
Réaumur, qu'un pied cube d’or pèse 21220 onces, et 
qu’un pied cube d'argent en pèse 115237 

Soient AE le parallélipipède rectangle qui repré- 
sente Île fil, L sa longueur AB, / sa largeur AD,ete 
son épaisseur AC. £//e est donc lexpression de son vo- 
lume. Or, d’après les poids donnés d’un pied cube 
d'or et d’un pied cube d'argent, on verra facilement 
que 6° d’or et 360° d'argent sont les poids respectifs 
de 844,293 d’or, et de 93287"*,702 d'argent; de sorte 
que L/e —94131,995, équation qui détermine e, 
puisque L et Z sont connus (la ligne est actuellement 
l'unité linéaire) On trouvera e = 

L’épaisseur x de la couche d’or étant partout la 
même, il suffira, pour en avoir le volume, de multi- 
plier son aire par x. Or, celle de la face supérieure 
est évidemment L/; celle de la face latérale est 
L(e—?2%), car sa hauteur est f et, comme le volume 
de la couche est 844,293, nous aurons l'équation 
2{I/4+L(e—2x) }x— 844,293; mais comme x est 
une très-petite quantité, puisqu'elle est nécessaire- 
ment beaucoup moindre que e, nous pourrons né- 
gliger son carré, ce qui réduira cette équation à 
2L(/+e)x—844,293; d'où l'on tire, en opérant 
toujours par logarithmes, x — 7 de ligne. 

706. Lorsque le corps dont on demande le volume 
est d’une forme très-irrégulière, les procédés que 
nous avons indiqués deviendraient impraticables par 
leur lougueur. On peut alors le placer dans un vase 
dont on aura préalablement déterminé la capacité; 
puis, mesurant la quantité d'eau ou de sable fin né- 
cessaire pour achever de remplir le vase, on voit 
qu'une simple soustraction suffira pour résoudre le 
problème. 

Si le corps à mesurer est d’un petit volume, on le 
plongera dans un vase rempli d’eau; et, en mesurant 
en grammes le poids de l’eau qu’il aura chassée du vase, 
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on connaîtra le volume de cette eau, et par conséquent 
celui du corps en centimètres cubes (Arith., n° 458). 
Observons toutefois que, si l’on avait besoin d’une très- 
grande exactitude, il faudrait avoir égard à la tempé- 
rature de cette eau, comme on l'enseigne dans les traités 
de physique. 

707. On peut encore parvenir à la détermination 
des volumes des corps au moyen de leurs poids spé- 
cifiques. Le POIDS SPÉCIFIQUE d’un corps est le rap- 
port du poids d’un volume quelconque de la sub- 
stance de ce corps à celui d’un pareil volume d’eau : 
d'où l’on voit que, si l’on multiplie le volume d’un 
corps évalue en décimètres cubes par son poids spé- 
cifique, on aura le poids de ce corps en khilogrammes, 
el que, par conséquent, en divisant le poids d’un 
corps par son poids spécifique, on aura son volume 
en décimètres cubes. Ces deux règles sont d’une ap- 
plication continuelle dans les arts. 


Premier exemple. Calculer le diamètre interieur 
d’un tube de verre. 


On pèsera ce tube, en prenant le gramme pour 
unité; puis, après y avoir introduit une certaine quan- 
tité de mercure, on le pèsera de nouveau. La différence 
de ces deux poids sera évidemment celui d’une colonne 
de mercure de même diamètre que le tube : donc, en 
divisant ce poids par 43,599, poids spécifique du mer- 
cure, o7 aura le volume de la colonne en centimètres 
cubes. Si donc on a mesuré sa longueur, le quotient 
trouvé en divisant ce volume par cette longueur sera 
l’aire de la section du tube exprimée en centimètres car- 
rés (673). Il ne s'agira donc plus, pour résoudre le 
problème, que de diviser cette aire par 7, et d'extraire 
la racine carrée du quotient (381). 


Deuxième exemple. La colonne de Sévère, près 
d'Alexandrie, est formée d’un fut en granit de 30% 
de haut sur 3 de diamètre, qui repose sur un piedestal 
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cubique de marbre de 5" de cote. Quel est son poids 
à moins d'un kilogramme ? 


+ 


L’aire de la base est . .9 : donc le volume total du 


füt est (3.9.30) _, et celui du piédestal 425%; or 


les poids spécifiques du granit et du marbre étant res- 
pectivement 2,716 et 2,960, on voit qu'un mètre cube 
du premier pèsera 2716°°, et qu'un mètre cube du 
second en pèsera 2960 : donc le poids total de la masse 


te (a 9.30.2716+195. 2060) . 


Or 2302716—183330 : donc, pour ne pas commettre 
une erreur d’un kilogramme, il faut que la valeur de 7 
ne soit pas fautive d’un millionième (Arith., 308). 
On prendra donc r —3,141593, et on trouvera pour 
résultat 945948 kilogrammes. 

Troisième exemple. Calculer la valeur en francs 
d’un tétraèdre régulier d’or, qui a 5 centimètres de 
coté, sachant que la proportion de l'or à l'argent 
est 15,5 (Arith., 158) es en supposant que le poids 
spécifique de l’or soit A9. 

En s'appuyant sur les valeurs données au n° 339, 
on trouvera facilement que le volume d’un tétraèdre 
a F4 

12 
en vertu de la règle du n° 707, le poids de notre té- 


195.19.V9 1 
traèdre sera = grammes, de sorte que s'il était 


12 
195.19.V9 | Ps à 
——9 $ — francs; puis donc qui 


régulier dont l’arête est & a pour mesure ; donc 


en argent il vaudrait 
est en or, 1l vaut 


125.19.V2.15,5 _195.19.3,1.V9 
12,55 T9 


Quatrième exemple. Quel est, à moins d’un milli- 
mètre près, le diamètre d’un boulet en fer de A2 ki- 


— 3005 francs. 
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logrammes , en supposant que le poids spécifique du 
Jer soit 7 ? 
Soi x le diamètre de ce boulet exprimé en déci- 
mètres, nous aurons pour expression de son volume 
2 nf à à : 7 A 
1rx, et, partant pour celle de son poids, &r x* kilo- 
grammes ; donc 
4 3 ) 
Inai=12/d'où x — 72 
7x 
æ étant un nombre de décimètres et sa valeur devant 
être exacte à moins d’un millimètre près, il s'agira par 
; à d : ; 3 727 ù 
conséquent d'extraire la racine cubique de = à moins 
T 
d’un centième. Je multiplierai donc ce nombre par 
100, et il s'agira de savoir avec quel degré d’approxi- 
mation il faudra évaluer 7 pour avoir la valeur de 


72000000 . . - 5 APR RS . 
— > à Moins d'une unité près. En appliquant la 


règle donnée au n° 312 de l’Arithmetique, on verra 
que la valeur de 7 ne devra pas être fautive d’un bil- 
lionième, On fera donc r = 3,141592654, et en effec- 
tuant ensuite les calculs, on trouvera que 4=—148 milli- 
mètres. 

Cinquième exemple. Quel est le diametre d’un fil 
de platine pesant un gramme et dont la longueur est 
d’un kilomètre, en supposant que le poids spécifique 
du platine soit 22? 

Le gramme étant l'unité de poids, on prendra le 
centimètre pour unité linéaire, et on trouvera pour 
équation du problème 


29 .1000007.%—=1 , d'où x — L7 


1 
220000 x * 


Fig. 248. 
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CHAPITRE II. 


DE LA COMPARAISON DES VOLUMES. 


TurfoRÈME I. 


708. Les volumes de deux pyramides semblables 
sont proportionnels aux cubes de leurs arêtes homo- 
logues. 

Puisque les deux pyramides sabcde et SABCDE sont 
semblables, leurs angles polyèdres s et S sont égaux : 
ainsi on pourra placer la première dans la seconde, de 
manière que les arêtes homologues de ces deux angles 
coincident. De cette manière , la base «bcde se trou- 
vera en A’B'C'D'E' parallèlement à la base ABCDE : 
donc la hauteur SO sera coupée au point O”, en parties 
proportionnelles à SA et à SA’, et par conséquent à AB 
et à A’B’; de sorte qu'on aura : 


SO : SO’ ou s0 :: AB : A'B' ou ab. 


Mais la similitude des bases des deux pyramides donne 
aussi 


ABCDE : abcde :: AB’ : ab’; 


Multipliant ces deux proportions par ordre, puis divi- 
sant les deux termes du premier rapport par 3, il vien- 
dra enfin : 


ABCDE.fSO : abcde.<so ::AB°':a0, 


ce qui démontre notre théorème (678). 


TuéorèMe Il. 


709. Les volumes de deux polyédres semblables 
sont proportionnels aux cubes de leurs arètes homo- 
logues. 
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En effet, nous pourrous partager les deux polyèdres 
en ungmême nombre de tétraèdres semblables chacun 
à chacun, et semblablement disposés; puis former au- 
tant de proportions, en exprimant que chacun des te- 
traèdres du premier polyédre xst & celui qui lui cor- 
respond dans le second, COMME le cube d’une de ses 
arètes est au cube de l’aréte homologue de l’autre 
tétraèdre. Mais, les polyèdres étant Sen DIR lee leurs 
arêtes et leurs diagonales homologues, et partant les 
cubes de ces arêtes et de ces diagonales, sont propor- 
tionnels : donc les seconds rapports de toutes nos 
proportions sont égaux, car ce sont des rapports de 
cubes d’arêtes ou de diagonales homologues des deux 
polyèdres. Les premiers rapports sont donc aussi 
égaux , et forment ainsi une suite dont les antécédents 
sont les tétraèdres du premier polyèdre , et dont Îles 
conséquents sont les tétraèdres correspondants du 
second : donc la somme de tous ces antécédents, ete. 


(598). 
Taéorème IIL, 


710. Les volumes des cones, des troncs de cone, 
des cylindres, des secteurs sphéeriques, des onglets, 
des tranches et des segments semblables, sont propor- 
tionnels aux cubes de leurs lignes homologues. 

Il sera facile de démontrer ces propositions en imi- 
tant les démonstrations du chapitre IT du livre IX. 
Si, par exemple, on considère deux troncs de cône 
semblables, on désignera par V,R,r et 2, le volume, 
les rayons des bases et la hauteur de l’un, et par les 
mêmes lettres accentuées les quantités correspondantes 


du second. On aura alors (68/4) : 
V:V'i CR +7 HRr) A: (R? +7 + R’ UT 
Mais R:R'::7:7" : multipliant cette proportion 
par r:r :ir:r",il viendra 
Poe: er AS RSR see: : 
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d’où l’on tire 
Rr+rHR':R "Er ER: ht: Ze, . 
Multipliant enfin la première de nos proportions par 
celle-ci, on trouvera, après avoir simplifié : 
VV SR 
ce qu'il fallait démontrer. 


Le TRÉORÈME IV. 


TA. Les volumes des deux sphères sont propor- 
tionnels aux cubes de leurs rayons. 

Cela résulte évidemment de ce que Pexpression du 
volume dune sphère est 47 R°. 


Pa 


FIN DE LA GÉOMÉTRIE. 
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DE LA SIMILITUDE. 
$. I. Des figures semblables. 


1. Deux lignes sont SEMBLABLES lorsqu'on peut les placer de 
telle sorte qu'en menant par un même point des droites à tous leurs 
points, les RAYONS VEGTEURS (c’est ainsi que l’on appeile ces 
droites) dont les directions coincident , sont proportionnels. 

Les figures terminées par ces lignes sont aussi dites semblables. 

Ainsi, supposons que l’on ait transporté la ligne a bc k en Fig. 291, 
A'B'C'K', et qu’en tirant par un certain point O les droites quel- 
conques OA, OB, OC.... qui rencontrent la courbe A'B'C'K" 
aux points respectifs A',B’, C’, K’..... on ait la suite de rap- 
ports égaux 

O& O4! 0h: OBS 0C2 00 %etc. 
la ligne et la figure a be À seront semblables à la ligne et à fa 
figure ABCK. 

L'origine commune O de tous les rayons vecteurs se nomme 
le centre de similitude des deux lignes ou des deux figures ABCK 
et A'B'C'K:, et les rayons vecteurs dont les directions coincident 
sont dits omologues. Tels sont OA et O A’. 

2. Si, en ramenant la ligne A'B'C/K’ à sa position primitive 
a bck, le point O va se placer en o, on dit que ces paints O et o 
sont les centres de similitude de ABCK et de abck,. 

Si les rayons homologues sont parallèles et dirigés dans le 
même sens, les deux lignes sont alors semblables et semblable- 
ment placées. Sinon, elles sont simplement semblables, 

Il est évident que les rayons vecteurs de l’une des deux li- 
gnes font entre eux les mêmes angles que les rayons vecteurs 
homologues de l’autre, c'est-à-dire que ceux auxquels ils sont 
proportionnels. 

9. Il suit de là que pour construire une ligne semblable à 
une autre ABCK, on mènera d’un point quelconque O des 

rayons vecteurs à dés points À, B, C..... de celle-ci, d'autant 
plus rapprochés que l’on voudra plus d’exactitude ; puis on 
tirera par un point quelconque o des droites o4, ob, oc....... 


366 NOTES SUR LA GÉOMÉTRIE. 


telles que les angles forwés par la première avec toutes les au- 
tres soient respectivement égaux à ceux que OA fait avec OR, 
OC.... Prenant ensuite sur ces droites des distances oa, ob, 
oc ... proportionnelles à OA,OB,OC....,et unissant les 
points 4,0, c.... par un trait continu, le problème sera 
résolu. 


THkorÈME I. 


À. Lorsque deux lignes ABCK ct abck sont semblables, on 
peut prendre pour centre de similitude de l’une tel point que l’on 
veut de son plan, et il y aura toujours pour l'autre un centre cor- 
respondant de similitude. 

Puisque les deux lignes sont semblables, on peut placer «bck, 
en A'B'C/K’ de telle manière qu’en tirant d’un certain point O 
des droites quelconques O A, OB, OC... qui coupent la ligne 
A'B/C'K' aux points respectifs A", B' Cire OR AUS 


OA°:O1'::0B:OB'::etc. 


et O est alors leur centre commun de similitude. Cela posé, pre- 
nous sur le plan des deux lignes un point arbitraire F, et joi- 
guons FO, FA, FB.... puis faisons glisser la seconde ligne de 
manière que tous ses points décrivant des droites parallèles à 
OF, le point A’soit venu se placer sur FA, je dis que les points 
B', C',.... se seront placés aux points B", C”,.... où les pa- 
rallèles menées à OF par les points B’, C’.... coupent les 
droites respectives FB, FC.... Tirons en effet A'I parallèle- 
ment à FA, ct joignons I B’ on aura (217): 
OF:01I1::0A:OA'::O0B;: OB'; 
donc IB’ est parallèle à FB (219), et par conséquent B°B'—1F— 
A! A"; par une raison semblable C'C"—A" A" et ainsi de suite: 
donc la ligne A"B"C"K" v’est autre chose que A’B'C'K' trans- 
portée parallèlement à elle-même (213). Or, il est évident que 
FAXYFBUFC 


FA" FB"’ FC” 
À OB OC 
OA OB”0C" 
tre eux; donc le point F est aussi un centre de similitude des deux 


lignes AB CK et A"B"C”’K" (1), et le rapport de similitude n’a 
pas varié. 


les rapports ——..... sont respectivement égaux aux 


rapports — .... et sont par conséquent égaux en- 


9, ScnoziE. Remarquons que le point F aurait pu être pris 
sur l’une des deux lignes, A BCK, par exemple. Dans ce cas, 
le point I eût été un point du périmètre de la seconde : car ïl 
divise O F dans le rapport de OA à OA’, de sorte qu’en trans- 
portant la ligue A'B'C'K' en A"B"C"K", ‘le point I aurait été se 
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placer en F: done I eùt été le centre de similitude de A’B'C/K' 
correspondant au centre F de ABCK. 

G. Avant d’aller plus loin, nous cbserverons que dans deux 
circonférences différentes les arcs AMB et A'M'B', Les secteurs 
OAMBetO'A'M'B' et les segments AMBA et A'M'B'A' qui cor- 
respondent à des angles au centre égaux, sont semblables : car, 
en faisant coïncider ces deux angles, on reconnaît immédiate- 
ment que les rayons du plus grand des deux ares, et les droi- 
tes menées de sou centre à sa corde, sont coupés en parties pro- 
portiounelles respectivement par le plus petit arc et par sa 
corde. 

On peut conclure de là que deux circonférences sont sembla- 
bles, mais il est facile aussi de le démontrer & priori. 

11 suit en effet du n° 226 que {es droites qui, comme AA‘ ou 
AA',Joignent les extrémités de deux rayons parallèles, et dirigés 
dans le méme sens ou en sens contraires, vont coricourir en un 
méme point C où C’ sur la droite OO qui joint les centres. Or je 
dis que ces points C et C’ sont chacun un centre de similitude 
commun aux deux circonférences : car, si, par le point C, on 
mène un rayon vecteur quelconque CB'B, et que l’on joigne 
OB et O'B', ces deux lignes seront parallèles, sans quoi, en 
menant par le centre O le rayon OI parallèle à O'B', et joignant 
IB' cette droite devrait alier passer par le point C , ce qui est 
absurde. Les triangles O CB et OC B' sont donc équiangles : 
donc le rapport de CB à CB’ est le même que celui de OB à 
O'B', et est par conséquent constant. 

Donc deux circonférences sont deux courbes semblables qui 
ont deux centres communs de similitude. L'un C se nomme le 
centre de similitude mnecr et l’autre C’ le centre de similitude 
INVERSE , parce que les rayons vecteurs homologues qui en par 
tent. sont dirigés en sens contraires, 


TuéorÈME Il. 


7. Si deux figures sont semblables , et que l’une soit rectiligne , 
l’autre le sera aussi; elles auront chacune le méme nombre d’an- 
gles et de côtés; leurs angles seront égaux chacun à chacun, et 
leurs côtés homologues (ceux qui sont adjacents à des angles 
égaux) seront proportionnels. 

Puisque les deux figures sont semblables , on pourra les pla- 
cer de manière qu’elles aient un même centre de similitude ©. 
Joignons maintenant ce point aux sommets A, B, C.. . de la 
figure rectiligne, et soient A', B’,C'.... les points où les droi- 
tes de jonction rencontrent le périmètre de la seconde figure. 
Si l’on tire AB’, on verra que cette droite, étant parallèle à 
AB (219), coupe en parties proportionnelles à O A et à O A” 


Fig. 131. 


Fig. 292. 


Fig. 292. 
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toutes les droites menées de O à AB (225); mais la portion du 
périmètre de la seconde figure qui est comprise entre OA” et 
O B' jouit de la même propriété : donc elle coïncide avec A'B'; 
donc à chaque côté du polygone ABCDE, correspond un côté 
de la seconde figure, qui est ainsi un polygone, ef les sommets 
homologues de ces deux polygones sont situés sur des droites issues 
du point O. En second lieu , les angles des deux figures seront 
égaux chacun à chacun comme ayant les côtés parallèles et di- 
rigés dans le même sens. Enfin leurs côtés homologues seront 
proportionnels : car, comme deux triangles équiangles jouissent 
de cette propriété, le rapport de AB à A’B' est le même que 
celui de OA à O A”, et est par conséquent constant, 

8. Scozir. Remarquons que l’on aurait pu prendre pour 
centre, de similitude l’un quelconque des sommets du polygone 
ABCDE, et qu'alors le centre de similitude du second eût été 
le sommet homologue de ce second polygone. 

Si le centre de similitude du premier polygone eût été placé 
en I sur un côté quelconque A B, le centre de similitude du se- 
cond aurait divisé le côté homologue a b dans le rapport de AT 
à BI. 

Enfin, si lé centre de similitude du polygone ABCD E est un 
point quelconque O de son plan, on obtiendra celui du second 
en construisant sur un quelconque de ces côtés ab un triangle 
équiangle au triangle O A B, qui a pour base le côté homologue 
de ABCDE. 

9. 11 suit de là que, dans deux polygones semblables, les côtés 
et les diagonales homologues sont proportionnels. 


TaéoRÈME III. 


10. Réciproquement, deux polygones sont semblables lors- 
qu'ils ont leurs angles égaux chacun & chacun et leurs côtés homo- 
logues proportionnels. 

Soient ABCDE et A'B'C'D'E’ les deux polygones, et supposons 
que les sommets homologues soient désignés par les mêmes lettres. 
Placons ces deux polygones de manière que deux angles homolo- 
gues À et À aient leurs côtés homologues parallèles et dirigés dans 
le méme sens, ce qui est toujours possible, puisque ces angles sont 
supposés égaux. Il suit immédiatement de cette disposition et de ce 
que les deux polygones sont équiangles entre eux, que tous leurs 
autres côtés homologues seront aussi parallèles et dirigés dans 
le même sens : ainsi l'égalité des angles B et B' exige que les 
côtés CB et C’B’ soient parallèles et dirigés dans le même sens. 
Mais les deux polygones ont, en outre, leurs côtés homologues 
proportionnels ; donc, en vertu de la proposition du n° 226, les 
droites A A’, BB', et CC’ iront se croiser en un méme point O; 
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de méme CC’ ira concourir avec A A’ cet BB, c’est-à-dire aussi 
en O et ainsi de suite, de sorte que les droites qui joindront les 
sommets homologues des deux polygones concourront en ce 
point O. Or, ces “polygones ont de plus leurs côtés parallèles, 
donc tous les rayons vecteurs homologues issus de O sont 
proportionnels, et par conséquent ces “polys roues sont sem- 
blables. 

11. Scmour, Remarquons qu’i/ suffit pour que les polygones 
soient semblables qu ‘ils atent tous leurs côtés moins un proportionnels 
et les angles compris égaux chacun à chacun, ou bien que tous leurs 
angles moins un soient égaux chacun à chacun et que les côtés 
adjacents a ces angles sotent proportionnels. Si Von suppose, en 
cffet, que cette dernière condition soit remplie, de sorte que 

ER ABB", C—C", 

et que ARR PRET ARE: BC: B'C', 

on verra immédiatement, en répétant le raisonnement du 
n° 10, que les droites EE’, AA’, BB’ et CC’ iront concourir 
en un même point O; or, je dis que le pfoint D’ est sur la droite 
OD, car les droites ED’ et CD”, étant respectivement parallèles 
à ED et à CD, doivent diviser OD, l’une dans le rapport de OE’ 
à L’E et l’autre dans le rapport de OC à C’C, c’est-à-dire dans 
le même rapport. Donc les droites ED’ et C'D’ doivent con- 
courir sur OD. 

12. Corozzaire. 1° l'ous les carrés sont semblables ; 2° deux 
losanges qui ont un angle égal; 3° deux rectangles dont deux côtés 
adjacents sont proportionnels ; ; 4° deux parallélogrammes qui 
ont un angle égal compris entre côtés proportionnels sont sem- 
blables. 


THEoRÈME IV. 


15. Deux polygones semblables quelconques peuvent étre dé- 
composés en un méme nombre de triangles semblables chacun à 
chacun et semblablement disposés. 

Nous pouvons d’abord décomposer lun des polygones 
ABCDE , par exemple, en triangles, Cela posé, en reprenant 
la démonstration du n°7, on reconnaitra que les deux poly- 
gones peuvent être placés de manière que leurs sommets homo- 
logues se trouvent sur des droites qui concourent à leur centre 
commun © de similitude, et divisent ces droites en parties pro- 
portionnelles. Par conséquent, tous leurs côtés et toutes leurs 
diagonales homologues sont parallèles : ainsi les triangles ABE 
et A'B'E/, BED et B E'D', etc., sont semblables chacun à cha- 
cun (1) et semblablement disposés (°). 


(*) Voyez le renvoi de la page 116. 


24 
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Si les triangles dans lesquels est décomposé le polygone 
A BCD E avaient des sommets autres que ceux de ce polygone, 
tels que S , on joindrait OS, on partagerait cette droite, au 
point S', en parties proportionnelles à OA’ et à A’A, puis on 
tirerait S'A’, S'B'et S'E', et comme ces droites seraient paral- 
lèles respectivement à SA, SB et SE (219), on en conclurait 
que les triangles ASB et A'S'B', ASE ct A'S'E’, etc., sont sem- 
blables (4). 


THÉORÈME V. 


14. Réciproquement, deux polygones qui sont composés d'un 
méme nombre de triangles semblables chacun à chacun et sembla- 
blement disposés, sont semblables. 

Placons , en effet, es deux polygones de maniere que deux 
angles homologues À et A! de deux triangles semblables aient 
leurs côtés homologues parallèles et dirigés dans le méme sens. 
Il suit immédiatement de cette disposition et de ce que tous les 
triangles qui composent les deux polygones sont semblables 
chacun à chacun et semblablement placés, que tous les côtés ho- 
mologues de ces triangles seront parallèles et dirigés dans le 
méme sens. Ainsi l'égalité des angles ABC et A’B'C', CBD et 
C'B'D’...+ exige que les côtés BC et B'G', CD et C'D°.... 
soient parallèles et dirigés dans le même sens, Mais ces côtés 
sont en outre proportionnels; donc, en vertu de la proposition 
du n° 226, les droites A A’, BB'et EE, iront se croiser en un 
même point O ; de même CC, ira concourir avec BB’ et EE, 
c’est-à-dire en O et ainsi de suite, de sorte que les droites qui 
joignent les sommets homologues des deux polygones concour- 
ront en ce point O. Or, ces polygones ont de plus leurs côtés 
parallèles; donc tous leurs rayons vecteurs homologues issus 
de O sont proportionnels, et par conséquent ces polygones sont 
semblables. 

45. CorozraiRe, Deux polygones sont ésaux lorsqu'ils sont 
composés d’un même nombre de triangles égaux chacun à chacun, 
et semblablement placés. 


THÉORÈME VI. 


46. Deux polygones ABCDE et A'B'C'D'E' sont semblables 


lorsqu’en joignant les extrémités F et G, F' et G' de deux droites 


FG et F/G' avec tous les sommets de ces polygones , les triangles 
ainsi formés sont semblables chacun à chacun et semblablement 
disposés. 

Plaçons, en effet, nos deux polygones de manière que deux 
angles homologues F et F’ des deux triangles semblables FAG 
et F/A/G” aient leurs côtés homologues parallèles et dirigés dans 


4 


DES FIGURES SEMBLABLES, 371 


le même sens, On voit immédiatement qu’en vertu du théorème 
du n° 296 les trois droites FF’, À À’ et GG” iront concouriren 
un même point O. Mais parce que les triangles BF G et B'F/G’ 
sont semblables et semblablement placés, FB et F'B' seront pa- 
vallèles; donc BB’ ira concourir avec F F’ et GG’, c’est-à-dire 
à ce même point O , et de même pour CC, DD’ et EE”, Donc 
les droites qui joignent les sommets homologues des deux po- 
Iygones concourent en un même point, et comme ces polygoncs 
ont de plus leurs côtés parallèles, puisque les points A’, B/,C’,,. 
divisent O A, OB, OC... en parties proportionuelles (217), 
on voit que tous les rayons vecteurs homologues issus de O 
sont proportionnels et que, par conséquent, les deux polygones 
sont semblables. 


THÉORÈME VII. 


17. Les périmètres de deux polygones semblables sont propor- 
tionnels aux côtés homologues de ces polygones. 

Voyez le n° 265. 

48. Les conditions de similitude de deux polygones doivent 
renfermer implicitement celles qui établissent que deux trian- 
gles sont semblables ; mais on conçoit cependant que quelques- 
unes de ces conditions peuvent être une conséquence indis- 


. pensable des autres, C’est ainsi, par exemple, que deux 


losanges sont semblables par cela seul qu’elles ont un angle 
égal (12). On a, en effet, reconnu que deux triangles sont 
semblables dans cinq cas que nous allons examiner successi- 
vement. 


THÉORÈME VIII. 


19. Deux triangles sont semblables quand ils ont deux angles 
égaux chacun à chacun. 

En effet, leurs côtés homologues sont proportionnels, de 
sorte que ces triangles satisfont ainsi aux conditions énoncées 
au n° 40. 

On pourrait, au reste , démontrer cette proposition directe- 
ment de la manière suivante : 

Soient, en effet, ABC et A'B'C' les deux triangles proposés. 
Prenons A D = A'B', AF—A"C, ct joignons DF. Le triangle 
ADF sera égal à A'B'C’ (159) : car l’angle A — A". Ainsi les 
angles homologues B’ et D seront égaux : donc B—D; donc 
les droites DF et BC sont parallèles, donc tous les rayons 
vecteurs menés de À à BC seront coupés en parties proportion 
nelles par DF; donc les triangles A BC et ADF ou A’B'C’ sont 
semblables, 


Fig. 242. 
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THÉOREME IX. 


20. Deux triangles sont semblables lorsque leurs côtés sont 
respectivement parallèles. 


Voyez le n° 250. 
THÉORÈME X. 


21. Deux triangles sont semblables lorsque leurs côtés sont 


respectivement perpendiculaires. 
Voyez les n° 251 et 252. 


TaHéorÈmE XI. 


22. Deux triangles ABC, A'B'C', sont semblables lorsque 
leurs côtés sont proportionnels. 

Supposons les côtés AB, AC et BC proportionnels aux 
côtés respectifs A’B', A/C/ et B'C'. Prenons, comme au n° 19, 
AD — AB", AF—A"C', et joignons DF. Cette droite coupera 
donc les côtés AB et AC en parties proportionnelles, et sera par 
conséquent parallèle à BC : ainsi les triangles ADF et ABC seront 
semblables, et leurs côtés homologues seront proportionnels : 
on aura donc s 


AB:AD::BC;SDEF. 
Mais on à aussi, par hypothèse : 

AB ARR C 2 BC: 
donc, puisque AD—A'B', ces deux proportions ont trois 
termes correspondants égaux , et ainsi leurs quatrièmes termes 
DF et B’C' sont égaux. Il s'ensuit que le triangle A’B'C' est 
égal à ADF (167), et par conséquent semblable à AB C. 


TurorÈèMEe XII. 


25. Deux triangles ABC, A'B'C', qui ont un angle égal 
A—A" compris entre côtés proportionnels AB et A'B', AC et 
A'C”, c’est-à-dire tels que l’on ait : 

AUD NA P'esAC * AC: 
sont semblables. 

Cette proposition est une conséquence immédiate de la scholie 
du n° 11. Au reste, on pourra la démontrer & priori en répé- 
tant la démonstration du n° 19. 


$. II. Des corps semblables. 


24. Deux surfaces sont SEMBLABLES lorsqu'on peut les placer 
de telle sorte qu'en menant par un méme point des droites à tous 
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leurs points, les rayons vecteurs dont les directions coincident sont 
proportionnels. 
Les corps terminés par ces surfaces sont aussi dits semblables. 
25. 11 suit immédiatement de cette définition que s l’on coupe 
une pyramide par un plan parallèle à sa base, la petite prramide 
sera semblable à la grande (465). 


THéorRÈME XIII. 


26. Lorsque deux surfaces sont semblables, on peut prendre 
pour centre de similitude de l’une tel point que l’on veut de l'es- 
pace, et il y aura toujours pour l’autre un céntre correspondant de 
similitude. 

Même démoustration qu'au n° 4. 


THÉORÈME XIV. 


27. Deux cônes droits, deux troncs de cône droits à bases pa- 
rallèles et deux cylindres droits, sont semblables, lorsqu'ils sont 
engendrés par des figures semblables tournant autour de deux 
côtés homologues. 

Même démonstration qu’au n° 6. 


TuHÉoRÈME XV. 


28. Deux calottes, deux segments et deux secteurs sphériques 
sont semblables, lorsqu'ils correspondent à des surfaces coniques 
égales. 

Deux zones sont semblables, quand elles sont des différences de 
calottes semblables. 

Deux tranches sphériques qui correspondent à des zones sem- 
blables sont semblables. 

Méme démonstration qu’au n° 6. 

29. ConorratRE, Deux sphères sont toujours semblables. Elles 
ont deux centres de similitude, dont chacun est le centre d’une 
surface conique tangente aux deux sphères (6). 


THéorÈME XVI. 


90. Deux triangles sphériques sont semblables, quand ils cor- 
respondent à des trièdres égaux. 

Deux fuseaux et deux onglets qui correspondent à des angles 
dièdres égaux sont semblables. 

Ceci est une conséquence immédiate de la définition des corps 
et des surfaces semblables, 


THéorÈMEe XVII, 


” . . ' 
91. Si deux corps sont semblables et que l’un soit un polyédre, 
l'autre en sera aussi un; is auront chacun le méme nombre de 


ra 
A >: 


Fig. 293. 
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faces ; ces faces seront semblables et semblablement disposées (), 


et leurs angles dièdres et polyèdres seront égaux chacun à 
chacun. 

Puisque ces deux corps sont semblables, on pourra les placer 
de manière qu'ils aient un même centre de similitude O. Par ce 
point et par chaque arête du polyèdre menons des plans, et nous 
formerons une série de pyramides ayant O pour sommet com- 
mun, et pour bases les différentes faces du polyèdre. Soient 
OABCDE une quelconque de ces pyramides, et A’, B/,C’,D/,E, 
les points où ses arètes percent la surface du second corps. Ces 
points, divisant ces arêtes en parties proportionnelles (24), sont 
dans ün méme plan parallèle à la base ABCDE (464), lequel divise 
dans le même rapport toutes les droites qui, issues de O, vont se 
terminer à cette base, Maïs la surface du second corps jouit de 
la même propriété : donc la portion de cette surface qui est com- 
prise dans la pyramide coïncide avec le polygone A’ BC’ D'E, 
et est par conséquent semblable à ABCDE : donc à chaque 
face du polyèdre correspond une face semblable du second 
corps, qui est ainsi un poly rèdre, et les sommets homologues de 
ces deux polyédres sont situés sur L: droites issues du point O. En 
second lieu, tous les angles dièdres homologues sont égaux comme 
ayant leurs faces parallèles et dirigées dans le même sens; 
enfin tous les angles polyèdres seront égaux chacun à chacun, 
puisque les angles plans qui les forment étant des angles homo- 
logues de polygones semblables, ils ont ainsi leurs faces homo- 
logues égales, semblablement placées et également inclinées, 

92. Scuor1E. Remarquons que lon aurait pu prendre pour 
centre de similitude l’un quelconque des sommets du aLTsts 
et qu’alors le centre de similitude du second eût été le sommet 
homologue de ce second polyèdre, 

595. D'où il suit que dans deux polyèdres semblables les arétes 
et les diagonales homologues sont proportionnelles. 


TuHéorèmE XVIII. 


34. Réciproquement, deux polyédres P et P' sont semblables 
lorsqu'ils ont leurs faces semblables chacune à chacune, sembla- 
blement placées et également inclinées. 

Placons les deux pob'èdres de manière que deux angles homo- 


(') C'est-à-dire, 1° que les deux angles dont le sommet commun est à 
l’une des extrémités de la droite qui assemble les deux faces du premier 
polyèdre auxquelles ils appartiennent, sont homologues de ceux dont le 
sommet commun est à l’une des extrémités de la droite qui assemble les 
deux faces semblables du second ; 2° que si l’on place l’une de ces deux 
faces sur sa correspondante de manière que deux côtés homologues coin- 
cident, les deux autres faces seront d’un même côté du plan commun, 
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logues À et A' de deux faces semblables aient leurs côtés homo- 
logues parallèles et dirigés dans le méme sens. I suit immédia- 
tement de cette disposition et de ce que ces deux faces sont 
équiangles entre elles, que tous leurs côtés homologues seront 
parallèles et dirigés dans le même sens. Mais ces côtés sont 
en outre proportionnels : donc les droites qui joindront les som- 
mets homologues de ces deux faces concourront en un même 
point O , car le théorème du n° 226 est encore vrai quand les 
angles ne sont pas dans un même plan. Or, l'angle dièdre GABC 
est égal à G'A'B'C'; et comme les faces homologues sont sem- 
blablement placées par hypothèse, il s'ensuit que le plan 
A'B'F'G' est parallèle à ABFG et que les arêtes homolo- 
gues de ces deux faces sont parallèles et dirigées dans le même 
sens, Puis donc qu’elles sont proportionnelles, FF’ et GG‘ iront 
concourir avec A À’ et BB, c'est-à-dire en O, et il en sera 
ainsi pour toutes les autres faces, de sorte que les droites qui 
joindront les sommets homologues des deux polyèdres concour- 
ront en ce point O. Or, ces polyèdres ont de plus toutes leurs 
faces parallèles : donc tous les rayons vecteurs homologues issus 
de O sont proportionnels, et par conséquent ces polyèdres sont 
semblables. 

39. COROLLAIRE, 1° T'ous les cubes sont semblables ; 2 deux 
parallélipipèdes rectangles qui ont leurs arêtes proportionnelles ; 
3° deux parallélipipèdes obliques qui ont un angle trièdre égal 
compris entre des arétes proportionnelles ; # deux prismes qui 
ont un angle trièdre compris entre les plans de trois polygones 
semblables chacun à chacun et semblablement placés sont sem- 
blables : car toutes les faces latérales sont semblables chacune à 
chacune (12); et, comme elles sont d’ailleurs semblablement 
placées, leurs trièdres, et par conséquent leurs angles dièdres 
homologues, sont égaux. 

56. Remarquons que le théorème précédent renferme plus 
de conditions qu’il n’en faut pour établir la similitude de deux 


polyèdres (608). 
Tuéorème XIX. 


97. Deux polyèdres semblables quelconques peuvent étre dé- 
composés en un méme nombre de pyramides semblables chacune 
à chacune et semblablement placées (), 

Nous pourrons d’abord décomposer l’un des polyèdres pro- 
posés en pyramides (603). Cela posé, en reprenant la démon- 
stration du n° 51, on reconnaitra que les deux polyèdres peu- 
vent être placés de manière que leurs sommets homologues 


(*) Voyez le renvoi de la page 296. 
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se trouvent sur des droites qui vont concourir en un méme 
point 6, qui est leur centre commun de similitude, et divisent 
ces droites en parties proportionnelles. Par conséquent, toutes 
leurs faces et tous leurs plans diagonaux homologues seront pa- 
rallèles (464) : ainsi les pyramides formées par ces faces et-ces 
plans sont semblables chacune à chacune et semblablement 
placées. 

Si les pyramides dans lesquelles est décomposé le premier 
polyèdre avaient des sommets autres que ceux de ce polyèdre, 
tels que S, on joindrait OS, on partagcrait cette droite au point 
S” en parties proportionnelles à OA" et à A’A, puis on ferait 
passer des plans par S' et par les arêtes homologues à celles des 
pyramides dont le sommet est en S, et comme ces plans S'A'P, 
S'A’E"... seraient parallèles respectivement à SAB, SAE..., 
on en conclurait que les pyramides telles que SABCDE et 
S'A'B’ C’D’E’ sont semblables et ont le point O pour centre 
de similitude. 

98. Scnoie. Si l’on observe que deux pyramides quelcon- 
ques peuvent êlre partagées en tétraèdres semblables et sem- 
blablement placés, on pourra donner du théorème précédent 
l'énoncé suivant : 

Deux polyèdres semblables quelconques peuvent étre décom- 
posés en un même nombre de tétraëdres semblables chacun à cha- 
cun et semblablement placés. 


TarorÈme XX, 


99. Réciproquement, deux polyèdres qui sont composés d’un 
méme nombre de pyramides SABCDE et S'A’B'C'D'E', SABFG 
et S'A'B'F'G'...., semblables chacune à chacune et semblablement 
placées sont semblables. 

Plaçons, en effet, les deux polyèdres de manière que deux an- 
gles homologues BAE et B'A'E’ de deux pyramides semblables 
aient leurs côtés homologues parallèles et dirigés dans le méme 
sens. Il suit immédiatement de cette disposition et de la simili- 
tude des deux faces auxquelles ces angles appartiennent que 
tous les côtés homologues de ces faces seront parallèles et di- 
rigés dans le même sens; mais ces côtés sont en outre propor- 
tionnels, donc les droites qui joindront leurs sommets homolo- 
gues concourront en un même point O, Or, l’angle dièdre S’A’ B/C/ 
est égal à SABC (50); donc le plan S'A’B/ est parallèle à 
SAB, et les arêtes homologues de ces deux faces semblables 
seront parallèles et dirigées dans le même sens; donc SS'ira 
concourir avec À À’ et BB’, c’est-à-dire en O. Mais parec que 
les pyramides qui composent nos deux polyèdres sont sembla- 
bles chacune à chacune et Semblablement disposées, les angles 
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dièdres SABF et S’A/B’F’ sont égaux ; par suite, les faces ABFG 
et A’B'F°G’ auront leurs plans parallèles , leurs arêtes homolo- 
gues parallèles, proportionnelles et dirigées dans le même sens; 
de sorte que les droites FF" et GG’ iront concourir avec AA’ et 
BB’, c'est-à-dire en O, et ainsi de suite, Nous voyons donc que les 
droites qui joignent les sommets homologues de nos polyèdres 
concourent en ce point O; or, ces polyèdres ont, de plus, leurs 
faces parallèles ; donc tous les rayons vecteurs homologues issus 
de O sont proportionnels, et par conséquent ces polyèdres sont 
semblables. 

40. Cororcairx. Deux polyédres sont égaux lorsqu'ils sont 
composés d'un méme nombre de pyramides égales chacune à cha- 
cune et semblablement placées. 

41. Les conditions de similitude de deux polyèdres renfer- 
ment implicitement celles qui établissent que deux tétraèdres 
sont semblables, mais an conçoit cependant que quelques- unes 
de ces conditions peuvent être une conséquence nécessaire des 
autres, C’est ainsi, par exemple, que deux prismes sont sem- 
blables par cela seul qu’ils ont un trièdre compris entre trois 
polygones semblables chacun à chacun et semblablement pla- 
cés (55). On a effectivement reconnu que deux tétraèdres 
sont semblables dans quatre cas que nous allons examiner suc- 
cessivement. 


TaéorèmEe XXI, 


42. Deux tétraèdres sont semblables lorsqu'ils ont leurs arétes 
proportionnelles et que les faces formées par les arêtes homologues 
sont semblablement placces. 

Je prends, sur les arêtes S A, SB, SC, des parties SD ,SE, Fig. 251. 
SF, respectivement égales à S’A”, SD, S’ C’, et par les trois 
points D, E, F, je mène un plan- Ce plan sera parallèle à ABC, 
puisqu'il divise les arêtes du trièdre S en parties RFA ESS 
nelles : donc le tétraèdre SDE F est semblable à SA BC (25). 
Or, il est égal à S'A’B/ C’; car les faces des deux tétraèdres 
proposés étant semblables chacune à chacune (247), les faces 
du trièdre S sont respectivement égales à celles du trièdre S”; 
et comme nous avons supposé qu’elles étaient semblablement 
placées, ces deux trièdres sont égaux; de sorte que les tétraèdres 
S'A:B'C'et SDEF sont superposables. Donc S'A’B’C' est sem- 
blable à S A BC. 

45. Cororraire. Si l’on forme un tétraèdre avec quatre 
sommets d’un polyèdre, et qu’on en forme un second avec les 
quatre sommets homologues d’un polyèdre semblable, ces deux 
tétraèdres seront semblables (53), 


Fig. 237, 
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TuéorèmMEe XXII. 


44. Deux tétraëédres S ABC er S'A'B'C! sont semblables, lors- 
qu'ils ont un angle diédre égal compris entre deux faces SAB et 
S'A'B', SAC et S'A'C’ semblables chacune à chacune et sembla- 
blement placées. 


Voyez le n° 611. 
TuéorÈme X XIII. 


45. Deux tétraëdres sont semblables, lorsqu'ils ont une face 
semblable adjacente à trois dièdres égaux chacun à chacun, et 
dont les faces homologues sont semblablement placées. 

Voyez le n° 612. 


THéorÈme XXIV. 


AG. Deux tétraèdres sont semblables, lorsqu'ils ont leurs diédres 
égaux chacun à chacun, et que leurs faces homologues sont sem- 
blablement placées. 


Voyez les n° 615 et 61%. 
THÉORÈME XXV. 


47. Si l’on coupe une surface conique par deux plans paralièles, 
les intersections seront des courbes semblables dont le rapport de 
similitude sera celui même des parties d’une même génératrice 
comprises entre ces plans et son centre, et dont les aires seront pro- 
portionnelles aux carrés des distances des plans sécants au centre 
de la surface. 

Menons, en effet, par le centre S une droite quelconque 
SO; par cette droite, et une génératrice quelconque S A, un 
plan. Soïents AO et A'O'ses traces sur les deux plans sécants. Les 
triangles S AO et SA‘O" seront équiangles, et par conséquent 


A L4 x ® ° e 
le rapport Ras 4a égal à celui de S À: à SA. Mais ce dernier 


est constant (465) : donc le premier l’est aussi; donc les deux 
courbes d’intersection sont semblables, et leur rapport de si- 


di SA 
militude est effectivement —,. 
SA 


Maintenant les aires des deux sections sont proportionnelles 
aux carrés des rayons vecteurs homologues AO et A'O’, 
et par conséquent aussi aux carrés des lignes SO et SO”, Si 
donc on a mené SO perpendiculaire au plan AOB, la seconde 
partie du théorème est démontrée. 
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Â8. Deux surfaces sont SYMÉTRIQUES lorsqu'on peut les placer 
de telle sorte que toutes les droites menées par un certain point de 
l'espace vont les percer en des points deux à deux équidistants du 
point dont il s’agit. Ce point se nomme le CENTRE DE SYMÉTRIE 
des deux surfaces , qui alors sont dites symétriques par rapport à 
ce point. 

Les corps terminés par deux surfaces symétriques sont eux- 
mêmes symétriques. 

49. Il suit immédiatement de cette définition que, st l’on 
coupe deux angles polyédres opposés par le sommet par deux 
plans parallèles et équidistants de ce sommet , les deux pyramides 
ainsi formées seront symctriques. 


TuÉorÈur I. 


50. Lorsque deux surfaces sont symétriques , on peut toujours 
les placer de telle sorte que tel point qu'on voudra de l'espace soit 
leur centre de symétrie. 

En effet, puisque les deux surfaces sont symétriques, on 
peut toujours les placer de manière qu’en menant d’un certain 


point O des rayons vecteurs aux différents points À, B, C.... Fig. 994. 


de la”première, ces rayons, prolongés de quantités égales à 
eux-mêmes, aillent aboutir, en A”, B/, C’.... à la seconde sur- 
face. Le point O est leur centre de symétrie, Cela posé, pre- 
nons uit point arbitraire F, et joignons FO, FA, FB, FC.... 
Menons A'I parallèle à A F, jusqu’à la rencontre de OF, et ti- 
rons B'1. On aura OI== OF, à cause de légalité des triangles 
AOF et A’OI (164) : donc les triangles OFB et O1B/ sont 
égaux (109) ; douc BI est égale et parallèle à BF; donc, si par 
les points A’, B’, C’...., on mène des parallèles A’A", B'B", 
C'C".... à FI, jusqu’à la rencontre des lignes respectives AF, 
BF, CF.... ces parallèles seront égales à FI, et la surface qui 
sera le lieu de tous les points A", B”, C".... ne sera autre 
chose que la surface A’B'C'..... transportée parallèlement à 
elle-même. Mais FA”, FB" FC"... sont égales à IA”, 1B, 
1C°.... et partant à FA, FB,FC.... donc le point F est un 
centre de symétrie des deux surfaces À BC.... et A"B"C".... 


TnéorÈme Il. 

91. Deux corps symétriques peuvent étre placés symétrique- 
ment par rapport à un plan donné quelconque , c’est-à-dire de 
telle sorte que les points homologues de leurs surfaces seront 
situés à égales distances du plan dont il s'agit, sur une même 
perpendiculaire à ce plan. 
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Placons les deux corps symétriquement par rapport à un 
point quelconque O du plan donné MN, et menons par ce point 
une perpendiculaire OZ à ce plan. 

Voyez n° 622. 

THéorÈèME III. 


D2. Réciproquement, si deux corps À BC.... et ABC"... 


sont symétriques par rapport & ur plan M N , ts pourront étre 
placés symétriquement par rapport à un point quelconque O de ce 
plan, et, par suite, par rapport à tout point de l'espace. 

Voyez le n° 695. 

99. 11 résulte de la définition des corps symétriques et du 
théorème du n° 50, qu’il existe une grande analogie entre ces 
corps et les corps semblables, Le rapport de similitude est alors 
l’anité; mais les rayons vecteurs homologues, au lieu d’être di- 
rigés dans le même sens, le sont ici en sens contraires. On con- 
çoit, d’après cela, que si l’on introduit ces deux modifications 
dans les énoncés et dans les démonstrations des théorèmes que 
nous avons établis sur les corps semblables, on aura les énon- 
cés et les démonstrations des propositions correspondantes des 
corps symétriques. 


TuéorÈkme IV. 


D4. Se deux corps sont symétriques , et que l’un soit un polyé- 
dre , l’autre en sera ausst un : ils auront chacun le méme nombre 
de faces ; ces faces seront égales chacune à chacune, et inverse- 
ment placées ; leurs angles diédres seront égaux chacun à chacun, 
et leurs angles polyèdres seront symétriques (51). 

55. Corozrarre. Dans deux polyèdres symétriques les arétes 
et les diagonales homologues sont égales (55), 


TuéorëèMEe V. 

D6. Réciproquement, deux polyèdres sont symétriques, lors- 
qu'ils ont leurs faces égales chacune à chacune, inversement placées 
et également inclinées (54). 

97. CorozLaRE. Deux triangles sphériques équilatéraux en- 
tre eux, sont symétriques lorsque leurs côtés homologues sont 
inversement placés. 

THÉORÈME VI. 

08. Deux polyèdres symétriques peuvent étre décomposés en un 
méme nombre de pyramides symétriques chacune à chacune, et in- 
versement placées (57). 

THÉORÈME VII. 


99. Réciproquement, deux polyédres qui sont composés d’un 
méme nombre de pyramides symétriques chacune à chacune et in- 
versement placées, sont symétriques (59). 
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00. On appelle rire d’une quantité VARIABLE une quantité 
FIXE dont elle s'approche indéfe niment, c’est-à-dire de manière 
que leur différence puisse étre rendue moindre que toute grandeur 
donnée, sans cependant se réduire Jamais rigoureusement à zéro. 
Ainsi, si une certaine quantité devient successivement égale à 
0,9; à 0,99 , à 0,999, à 0,9999, et ainsi de suite, elle pren- 
dra des valeurs qui différeront de moins en moins de l'unité et 
qui en différeront d’une quantité aussi petite que lon voudra, 
si on compose sa valeur d’un nombre suffisant de chiffres 9, 
mais jamais elle ne sera rigoureusement égale à lunité. Cette 
quantité a donc l'unité pour limite. 

Si on partage une ligne AB en deux parties égales au point C; Fig. 295. 
puis que l’on divise CB aussi en deux parties égales ; que l’on 
partage ensuite DB en deux parties égales, et ainsi de suite, on 
formera une suite de droites AC, AD, NE , AF.... quis'ap- 
procheront de plus en plus de devenir égales à AB, ct on pourra 
évidemment en trouver une qui diffère de.cette droite d'aussi 
peu que l’on voudra, mais qui ne lui sera jamais rigoureuse- 
ment égale , car il y aura toujours un intervalle entre le dernier 
point de division obtenu et le point B. La droite AB est donc 
la limite de la quantité variable qui aurait successivement pour 
valeurs AC, AD, AE, AF.... 

61. Il suit immédiatement de la définition précédente que sé 
deux quantités variables restent constamment égales entre elles , 
dans tous les états de grandeur par lesquels elles passent , leurs 
limites seront égales. 

Soient , en effet, a et à ces deux quantités variables, ct À et B 
les limites vers lesquelles elles tendent respectivement : on 
pourra assigner à & et par conséquent à à, qu'on suppose lui 
étre constamment égale, une valeur qui diffère de À d'aussi peu 
qu’on voudra ; donc À est aussi une limite de & ; donc A cst égale 
à B, puisqu'il est évident qu'une même quantité ne peut pas 
tendre en même temps vers deux limites inégales. 

62. La limite de la somme ou de la différence de deux quan- 
tités variables est égale à la somme ou à la différence de leurs 
lémites. 

Soient, en effet, a et & deux quantités variables dont les li- 
mites sont représentées par À et par B; on pourra poser 

a— A+ ct ob—B+6, 
4 et B étant deux quantités susceptibles de décroitre indéfini- 
ment, Or, on tire de ces deux égalités 


aXb=(AEB)E(c+£), 
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et par conséquent 
(HD -AEB=+ (+); 
mais («+-f) est une quantité susceptible de décroitre indcfini- 
ment; donc (AB) est la limite de (ab). 
65. La limite du produit de deux quantités variables est égale 
au produit de leurs limites. 
En employant les mêmes notations que tout à l'heure, on 
aura 
ab—AB+AB+LBataf, 
et par conséquent 
ab—AB—AG+Bat+af. 
Mais d’après la nature des quantités « et B, chacune des quan- 
ütés AB, B« et «f peut être rendue moindre que toute gran- 
deur assignable; il en est donc de même de leur somme ; donc 
la limite de ab est AB. 
6%. La limite du quotient de deux quantités variables est égale 
au quotient de leurs limites. 
On a en effet 


GA TAF a" CAMIBR AP 


D B B+6 B  B(B+) 


Or, le numérateur de cette différence peut étre rendu aussi 


L 


: à a À 
petit que l'on voudra, donc la limite de— Ce 

65. Les trois principes que nous venons d'établir sont 
presque évidents d'eux-mêmes, car il n’est personne quai ne con- 
coive très-bien que si les quantités a et b peuvent s’approcher 
des quantités respectives À et B, d’aussi près que lon vou- 


; : MSIE 
dra , il en sera nécessairement de même du quotient —, par 


A 
exemple, à l'égard du quotient À de sorte que le second est 


la limite du premier. Aussi est-ce uniquement pour nous con- 
former à l’usage que nous avons rapporté les démonstrations 
précédentes. 


Sd 
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DE 


GÉOMETRIE DESCRIPTIVE. 


_ 


A. La GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE &@ deux objets : le 
premier de donner des méthodes pour représenter sur 
une feuille de dessin , qui n’a que deux dimensions, 
savoir, longueur et largeur, tous les corps susceptibles 
d’étre définis rigoureusement. | 

Le deuxième objet est de donner les moyens de 
reconnaitre, d’après une exacte description gra- 
phique, les formes des corps, et d’en déduire toutes 
Les vérités qui résultent et de leur forme et de leurs 
positions respectives. 

C’est par. la methode des projections que l’on est 
parvenu à atteindre ce double but. 

2. Un point, une DROITE ou une courbe sont de- 
termines de position dans l’espace lorsque l’on con- 
naït les projections de ce point (G., A4G), de cette 
droite ou de cette courbe (G., AA7) sur deux plans 
qui se coupent. Soient, en effet, À et A” les projec- Fig. 1. 
tions d’un certain point sur les deux plans #xes LTH 
et LT V : si par le point A nous élevons une perpen- 
diculaire au plan LTH, cette droite sera Îe lieu de tous 
les points qui se projettent en A sur ce plan (G., 
54), donc elle passera par le point dont il s’agit. Par 
une raison semblable, ce point devra se trouver sur la 
perpendiculaire élevée par le point A’ sur le plan 
LT V, donc il se trouvera au point & où ces deux per- 
pendiculaires se rencontrent, Ainsi sa position est 
complétement déterminée, 
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Soient maintenant AB et A°B’ les projections d’une 
même droite (G., 448) sur les deux plans LTH et 
LT V; si par la première on conduit un plan perpen- 
diculaire à LTH, ce plan sera le lieu de toutes les 
droites qui ont AB pour projection sur LTH, done il 
passera par la droite dont il s’agit ; par une raison sem- 
blable, cette droite devra se trouver sur le plan élevé 
perpendiculairement à LT V, par la droite A’B'; donc 
elle se trouvera à l'intersection «db de ces deux plans. 
Ainsi sa position est entièrement déterminée. 

Enfin soient PQR et P'Q'R' les projections d’une 
même courbe. On construira deux surfaces cylindriques 
qui aient pour directrices les courbes PQR et PQ R, 
et dont les génératrices soient respectivement perpen- 
diculaires aux plans LTH et LT V :il est clair que la 
courbe inconnue devra se trouver sur chacune de ces 
deux surfaces, et par conséquent elle sera précisément 
leur intersection pgr. Donc sa forme et sa position 
dans l’espace sont complétement déterminées. 

9. L’angle que font entre eux les plans de projec- 
tion est tout à fait arbitraire : cependant les: artistes 
qui font usage de la méthode des projections ont jugé 
plus commode de prendre Îes plans de projection per- 
pendiculaires entre eux, et, à cause de la grande ha- 
bitude qu'ils ont du niveau et du til à plomb, ils ont 
coutume de supposer que l’un de ces deux plans soit 
horizontal et que l’autre soit vertical ; en conséquence, 
leur intersection LT se nomme /« ligne de terre. 

4. D'après celte convention, que nous adopterons, 
quand nous dirons désormais qu'un point ou une ligne 
sont donnés, nous entendrons que leurs projections ho- 
rizontale et verticale, c’est-à-dire leurs projections 
sur un plan horizontal et sur un plan vertical fixés 
d'avance, sont connues. 

. Maintenant que nous savons déterminer la posi- 
tion d’un point ou d’une ligne dans l’espace, il con- 
vient d'indiquer le moyen de représenter ce point ou 
cette ligne sur une feuille de dessin, Pour y parvenir, 


EL hd à 4 


DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE, 385 
on suppose que le plan vertical LT V ait tourné autour 
de la ligne de terre LT, comme charnière, pour se ra- 
battre sur le plan horizontal et ne former avec lui 
qu'un seul et même plan HV”. 

La partie de la feuille de dessin située au-dessus de 
la ligne de terre LT représentera à la fois la portion 
supérieure du plan vertical et la portion postérieure 
du plan horizontal, tandis que la partie de cette feuille 
située au-dessous de LT représentera la portion anté- 
rieure du plan horizontal et la portion inférieure du 
plan vertical. Ainsi toutes les constructions, qui de- 
vraient être exécutées sur les deux plans de projection, 
se feront sur une seule feuille de dessin, et pour avoir 
les projections horizontales et verticales des points et 
des lignes situés dans l’espace, dans leur véritable po- 
sition , il n’y aura qu'à relever le plan vertical, en lui 
faisant faire un quart de révolution autour de la ligue 
de terre LT. 

G. Il suit immédiatement de la convention qui pré- 
cède que les projections horizontale et verticale de 
tout point de l’espace seront toujours figurées sur une 
méme perpendiculaire à la ligne de terre. Considé- 
rons, en effet, les deux plans de projection dans leur 
véritable position rectangulaire, le plan déterminé par 
les perpendiculaires &A et aA", abaissées du point a sur 
ces deux plans, sera perpendiculaire à la ligne de terre 
et par conséquent les coupera suivant deux perpendi- 
culaires À O et AO à cette ligne. Or, la seconde ne 
cessera pas d'être perpendiculaire à L'T pendant le 
mouvement de rotation du plan LT V; donc, après le 
rabattement de ce plan sur LTH, la droite A’O sera 
devenue le prolongement même O A” de AO ; donc les 

deux projections horizontale et verticale À et A" du 
point a se trouveront alors sur une méme perpendi- 
culaire à la ligne de terre, et on voit de plus que leurs 
distances AO et A"O à cette ligne sont égales aux dis- 

lances de ce méme point au plan vertical et au plan 
horizontal. 
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7. Il est important de : remarquer que deux points À 
et A" situes sur une méme perpendiculaire « à la ligne 
de terre, sont nécessairement les projections d’un 
point déterminé de l’espace, car si on relève le plan 
vertical et que par chacun des deux points donnés on 
mène une perpendiculaire au plan sur lequel il se 
trouve, ces perpendiculaires seront tout entières dans 
le plan A'OA perpendiculaire aux plans de projection, 
et par conséquent elles se rencontreront. 

8. De même deux droites qui, tracees sur les plans 
de projection, ne sont pas perpendiculaires a la 
ligne de terre, sont nécessairement les projections 
d’une droite dont la position dans l’espace est de- 
terminée. Mais si ces droites sont perpendiculaires à la 
ligne de terre et au même point, elles seront les pro- 
jections de toutes les droites situées dans le plan mené 
par l’une d'elles perpendiculairement à LT, et par 
conséquent elles ne suffiront plus pour déterminer une 
droite. 

9. Observons encore que tous les points et toutes 
les lignes situées sur l’un des plans de projection se 
projettent sur l’autre plan, suivant la ligne de 
terre (G., 479). 

40. Nous déterminerons la position d'un plan en 
nous donnant ses deux traces sur les plans de projec- 
tion (G., À 9). Ces traces se croiseront nécessairement 
sur la ligne de terre, mais l’angle qu’elles formeront 
après le rabattement du plan vertical sera tout à fait 
différent de celui qu’elles forment dans l’espace. 

Si le plan est perpendiculaire aux plans de projec- 
tion, ses traces formeront une seule ligne droite per- 
pendiculaire à la ligne de terre (G., 484). 

S'il est parallèle à l’un des plans de projection, sa 
trace sur l'autre est parallèle à la ligne de terre (G., 454) 
et suffit pour le déterminer. 

S'il est parallèle à la ligne de terre, ses deux traces 
sont parallèles à cette droite. 

A4. Nous conviendrons de noter par des Zettres sans 
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accent les projections Lorizontales d'un point où d'une 
droite, et par des lettres accentuées les projections 
verticales ; de plus, pour désigner un point & de l’es- 
pace, nous écrirons entre parenthèses les deux lettres 
qui correspondent à ses projections; de sorte que 
(A, A") désigne le point a de l’espace qui a A et A 
pour projection horizontale et pour projection verti- 
ticale. Par analogie, on écrira (AB, A°B") pour indiquer 
la droite &b de l'espace qui a AB et AB" pour projec- 
tions horizontale et verticale. 

A2. On est convenu de représenter par ur trait 
plein et continu les données et les irconnues d’un pro- 
blème, lorsqu'elles seront visibles ; mais si ces lignes 
sont énvisibles, elles seront ponctuées, c'est-à-dire 
tracées en points ronds. 

On suppose l'observateur placé au-dessus du plan 
horizontal et en avant du plan vertical, et à une dis- 
tance infinie de ces plans; alors les rayons visuels, 
menés de son œil aux projections d’un objet, peuvent 
être regardés comme étant perpendiculaires aux plans 
où ces projections sont tracées, de sorte que ces rayons 
visuels coïncident avec les droites par lesquelles on 
projette Îles différents points de cet objet. $£ donc une 
ligne est située au-dessous du plan hôrizontal ou 
derrière le plan vertical, on devra la regarder comme 
invisible, et partant la poNcruErR. De même, st une 
ligne se trouve cachee au spectateur par une surface 
qui fait partie des données de la question, cette ligne 
sera encore figurée eh POINTS RONDS. 


Au contraire, TOUTES les lignes de construction , 
c'est-à-dire celles que l’on tracera pour parvenir à la 
détermination des inconnues d'un problème seront 
POINTILLÉES, C'est-à-dire formées de très-petits traits, 
qu'elles soient visibles ou non. 


PROBLÈME Î. 


45. Étant données les deux projections AB et AB Fig, 2, 
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d’une droite, construire ses TRACES, c’est-a-dire 
les points où elle perce les plans de projection (*). 

La trace horizontale de la droite donnée étant elle- 
même sa propre projection horizontale, doit ainsi se 
trouver sur AB : d’un autre côté, elle se projette verti- 
calement et sur la ligne de terre LT et sur A’B' (9), 
c'est-à-dire au point C” où ces droites se coupent; 
donc elle se trouve sur la perpendiculaire élevée par ce 
point à LT (6); donc elle est au point C. Donc, pour 
construire la trace horizontale d’une droite, il faut 
prolonger la projection verticale de cette droite jus- 
qu’à la ligne de terre; au point d’intersection, élever 
une perpendiculaire à cette ligne, et le point où cette 
perpendiculaire coupera la projection horizontale de 
la droite sera la trace cherchée. 

La trace verticale de la droite donnée étant elle- 
même sa propre projection verticale, doit ainsi se trou- 
ver sur A’B' : d’un autre côté, elle se projette horizon- 
talement et sur la ligne de terre et sur AB, c’est-à- 
dire au point D, où ces droites se coupent ; donc elle 
se trouve sur la perpendiculaire élevée par ce point 
à LT; donc elle est au point D’. Donc pour construire 
la trace verticale d’une droite il faut prolonger sa 
projection horizontale Jusqu'à la ligne de terre; au 
point d'intersection , élever une perpendiculaire à 
celte ligne, et le point où cette perpendiculaire cou- 
pera la projection verticale de la droite, sera la trace 
cherchee. 


ProBLÈmeE Il. 


Fig. A4. Par un point M,M', donné dans l'espace, me- 


(*) Avant d'entreprendre une épure, on trace, avec le plus 
grand soin et à l’aide d’un compas, deux droites qui soient rec- 
tangulaires (G., 127) et qui partagent chacune la feuille de des- 
sin en deux parties égales. Ces deux droites serviront de direc- 
trices pour tracer avec une équerre la ligne de terre parallèle- 
ment à l’une d'elles ( G., 131, 3° ) ainsi que les droites qui 
devront lui être parallèles ou perpendiculaires, 
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ner une parallèle à une droite donnee (AB, A! B') et 

trouver la longueur d'une partie de cette droite com- 

prise entre le point (M, M')et un autre de ses poinis 
choisi arbitrairement. 


Nous avons vu (G., 459) que la condition néces- 
saire et suffisante pour que deux droites situées dans 
l'espace soient parallèles, c’est que leurs projections, 
sur deux plans qui se coupent, soient elles-mêmes pa- 
rallèles; ainsi les projections de la droite demandée 
doftènt être parallèles à AB et à A’B'; mais, parce que 
cette droite doit être tirée par le point (M, M), ses 
projections doivent passer par celles de ce point ; nous 
les obtiendrons donc, en menant par M et par M' des 
. parallèles respectives M E et M'E’ à AB et A’B'. 


Actuellement, d’un point quelconque N’ de M'F', 
abaissons sur la ligne de terre une perpendiculaire que 
nous prolongerons jusqu'à la rencontre de ME, et 
le point (N,N°), ainsi déterminé, sera un point de 
notre parallèle. Il s'agira donc de trouver sa distance 
au point (M, M), c’est-à-dire la longueur de la droite 
qui a pour projections MN et M'N-. Cette droite est le 
quatrième côté d’un trapèze formé par MNet les ver- 
ticales qui projettent ses extrémités sur le plan hori- 
zontal : or, il est clair qu'en faisant tourner ce trapèze 
autour de MN, comme charnière, pour le rabattre 
sur le plan horizontal, ses angles M et N ne cesseront 
pas d’être droits, de sorte qu’on obtiendra son rabat- 
tement en élevant aux points M et N des perpendicu- 
laires Mr = FM'et Nz—GN'(6), et, en joignant les 
points » et 2. mn est donc ia longueur demandée. 


Il est clair que le prolongement de #77 doit aller 
passer par la trace horizontale E de la droite(ME,M'E"). 
Cette remarque fournit une vérification de notre con- 
struction et donne le moyen de trouver Pinclinaison 
mM d’une droite donnée sur le plan horizontal. Il suf- 
fira, pour cela, de construire le rabattement horizontal 
d’un point de cette droite et de le joindre avec la trace 
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horizontale. On déterminerait d’une manière analogue 
l’inclinaison d’une droite sur le plan vertical. 

On peut encore déterminer la longueur de la droite 
(MN,M'N') de la manière suivante : supposons, en 
effet, que l’on fasse tourner le plan qui projette cette 
droite horizontalement, autour de la verticale du point 
(M,M), jusqu’à ce que ce plan soit devenu parallèle au 

lan vertical. Le point N sera venu se placer sur la pa- 
rallèle MI à LT, en décrivant un arc de cercle, de sorte 
que le point (N, N°) se projettera a alors verticalement 
sur la perpendiculaire [K à LT; mais il est clair que, 
dans ce mouvement, ce point ARTE toujours à la même 
hauteur, au-dessus du plan horizontal; donc il se pro- 
jettera aussi sur la parallèle N'K menée à LT par le 
point N’,et, par conséquent, au point K. Ainsi, M'K 
sera actuellement la projection verticale de la dis- 
tance demandée; cette droite est donc égale à cette 
distance, puisque la droite (MN, M'N') étant mainte- 
nant parallèle au plan vertical est égale à sa projec- 
tion sur ce plan. 

Donc /a distance des deux points (M,M) et (N,N') 
est l’hypotenuse MK d’un triangle rectangle M'KO 
dont la hauteur M'O est la d tféreh de des hauteurs 
des deux points au-dessus du plan horizontal et 
dont la base KO est égale à sa distance MN des 
projections horizontales de ces deux points. 


PROBLÈME II. 


Fig.3. 19. Par un point donné (A, A"), mener un plan 
parallèle à un autre plan donné par ses traces PQ 
et QR'. 

Lorsque deux plans sont parallèles, leurs traces sur 
un troisième sont parallèles et réciproquement ; ainsi, 
les traces du plan cherché doivent être parallèles à PQ 
et à QR, de sorte qu'elles seront déterminées si on 
peut obtenir un point de l'une d'elles, puisqu'elles 
doivent d’ailleurs concourir sur la ligne de terre. Pour 
y parvenir, je remarque que si l’on mène par le point 
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(A,A') une parallèle à une droite quelconque située 
dans le plan PQ R’, eette parallèle sera tracée dans le 
plan demandé (G., 453) ; par conséquent, en construi- 
sant ses traces, on aura un point de chacune de celles 
du plan inconnu et on aura une vérilication, en ce 

* que les parallèles menées à PQ et à QR par fe points 
trouvés, devront aller concourir sur LT. 

Mais au lieu de prendre la droite auxiliaire paral- 
lèle à une droite quelconque tracée dans le plan PQR’, 
il sera beaucoup plus simple de la mener parallèlement 
à l’une des traces de ce plan, à sa trace horizontale, 
par exemple, qui est connue. Ën conséquence, on tirera 
par le point À une parallèle à PQ , et par le point A’une 
parallèle à LT (14), car PQ est elle-même sa projection 
horizontale et a LT Re projection verticale (9); on 
construira ensuite (43) 1 a trace verticale B° de cette 

droite (AB, A’B), et il ne restera plus qu'à mener par 
le point B' une parallèle M'N à R'Q, puis, par le point 
N une parallèle NM à PQ, et le problème sera résolu. 

Si l’on veut se fournir une vérification de la con- 
struction précédente, il n’y aura qu'à chercher un point 
de la trace horizontale du plan demandé, ce qui se fera 
en tirant, par le point (A, A"), une parallèle à à la trace 
verticale du plan donné, et ce point devra se trouver 
sur MN. 

46. Si les traces PQ et P'Q" du plan donné sont Fig. 4. 
parallèles à la ligne de terre, la construction précé- 
dente deviendra impossible, puisque la ligne auxiliaire 
sera aussi parallèle à LT et ne pourra pas en conséquence 
rencontrer les plans de projection. Il faudra donc tirer 
par le point (A, A”) une parallèle à une ligne quelcon- 
que tracée dans le plan donné ; mais il sera encore plus 
simple de mener par le point (A, A”) un plan de pro- 
fil, c'est-à-dire un plan perpendiculaire à la ligne de 
terre; ses traces OR et OR formeront une ÉépeRtleR 
laire à LT (40), laquelle coupera les traces du plan donné 
aux points Pet P'. Par conséquent, l’intersection de 
ces deux plans sera la droite qui dans l’espace joindra 


Fig. S. 
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P avec P’. Cela posé, je rabats le plan auxiliaire sur r le 
plan horizontal, en le faisant tourner autour de OR; la 
trace verticale OR! se rabattra sur OLet le point P” viol 
dra, en décrivant un quart de cercle, se placer en 
Pa ae sorte que la trace du plan donné sur le plan de 
profil aura P P"pour rabattement. Mais le point (A, À ta 
emporté par le plan auxiliaire, aura décrit aussi un 
quart de cerele dont À est le centre, À O Île rayon, et 
dont le plan est perpendiculaire à OR, de sorte qu'il 
se sera rabattu en A”; donc, si par ce point je tire une 
parallèle CG D à PP’, cette droite CD sera le rabatte- 
ment d’une droite menée par le point (A, A”) parallèle- 
ment à une droite située’dans le plan donné. Or, quand 
on ramènera le plan de profil à sa position primitive, le 
point D, qui se trouve sur l'axe de rotation, ne variera 
pas ; le point C décrira le quadran C D'; donc la paral- 
lèle menée par le point (A,A”) à la droite qui dans les- 
pace joint P et P” perce les plans de projection en D et 
en D’: donc les traces du plan demandé sont les pa- 
rallèles DS et D'S” à la ligne de terre. 


PROBLÈME IV. 


17. Faire passer un plan par (rois points don- 
nés (A, A”), (B,B) et (G, C). 

Joignez les trois points donnés deux à deux par des 
lignes droites qui seront évidemment tout entières dans 
le plan inconnu, de sorte qu'en construisant les traces 
horizontales D, E, F, et les traces verticales D',E”, F° de 


_ ces droites (5), vous aurez trois points dé chacune 


des traces du plan cherché, et, par conséquent, elles 
seront plus que déterminées. Ge Joindrez doncDetF, 
D'et F par deux droites qui résoudront le problème, et 
vous aurez trois vérifications, puisqu “elles devront passer 
respectivement par E et par E', et aller concourir sur LT. 
Il sera également facile de faire passer un plan 
par un point et une droite donnes, car il n’y aura qu’à 
prendre deux points sur cette droites par exemple, ses 
deux traces pour revenir au problème précédent. 
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Progcèue V. 


18. Construire l'intersection des deux plans don- Fig. 6. 
nes par leurs traces PQ et QR', PS ec SR. 

Le point P, où se croisent les traces horizontales des 
deux plans, est évidemment le point où leur commune 
intersection perce le plan horizontal ; de même le point 
Ha Gi6o VO de cette droite : mais le point 
P à pour projection verticale le pied A’ de la perpen- 
diculaire P A’ à la ligne de terre; le point R' a, pour 
projection horizontale, le point B de cette même ligne: 
done, en tirant les AUS R'A"et PB, on aura les pro- 
jections verticale et horizontale de liétérsection de- 
mandée. 

Ainsi, pour construire la projection horizontale de 
l'intersection de deux plans, abaïssez une perpen- 
diculaire sur la ligne de terre, du point où se croi- 
sent leurs traces verticales, et joignez le pied de cette 
perpendiculaire avec le point où leurs traces horizon- 
tales se rencontrent. Vous determinerez la projection 
verticale de cette intersection par une construction 
analogue. 

49. Si les traces des plans donnés PQ P’ et RSR’ Fig. 7. 
ne peuvent pas se couper dans les limites de lépure, 
la règle que nous venons de donner sera inapplicable. 
Dans ce cas, on mènera un plan auxiliaire parallè- 
lement à l’ün des plans de projection, au plan verti- 
cal par exemple, et il est clair que ses traces, sur les 
plans donnés, se croiseront sur leur intersection, de 
sorte qu'en construisant ces traces, on obtiendra un 
point de cette intersection. Soit donc AB la trace ho- 
rizontale de notre plan auxiliaire : les droites suivant 
lesquelles il coupera P Q P’ et RSR’ seront des paral- 
lèles à QP’ et à SR”, issues respectivement de de À et de-B; 
doneellés auront CE et D'F” pour projections verticales. 
Donc, si de F’ on abaisse sur L'T une perpendiculaire 
que l'on prolongera jusqu'à la rencontre de AB, on aura 
un point (F,F") de l'intersection demandée, et en répé- 


LL 


Fig, G. 


Fig. 8. 
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tant cette construction, on en obtiendra un second 
oint, ce qui achèvera de le déterminer. 

20. Supposons que le plan RSR" se meuve de telle 
manière que sa trace verticale restant fixe, sa trace hori- 
zontale tende à devenir parallèle à celle du plan PQP, 
les points P et A”’s’éloigneront ainsi indéfiniment des 
points respectifs B et R’, en décrivant les droites Q P et 
LT, de sorte que, à la limite, PB et R'A” seront devenues 
parallèles, l’une aux deux traces horizontales, et l’autre 
à la ligne de terre. Et, en effet, dans l'hypothèse actuelle, 
les deux plans étant conduits suivant deux parallèles 
QP et US, leur intersection leur est parallèle (G., 444); 
par conséquent ses projections BC et R'C' sont paral- 
lèles à celles de ces droites, c’est-à-dire à ces mêmes 
droites et à la ligne de terre. 

Observons toutefois que si les traces horizontales 
des deux plans donnés étaient perpendiculaires à la li- 
gne de terre, la projection verticale de leur intersec- 
tion se réduirait au point R' (G., 481). 

24. Si les traces horizontales et verticales des deux 
plans donnés étaient parallèles, la construction que nous 
avons donnée (48) deviendrait impossible ,mais aussi les 
deux plans seraient parallèles, et par conséquent il n’y 
aurait plus d’intersection. II y a toutefois un cas où cette 
construction ne pourrait pas s'effectuer, bien que les 
deux plans se coupent, c’est celui où leurs traces PQ et 
P'Q", RS et R°S, seraient toutes quatre parallèles à 
la ligne de terre. Alors leur intersection sera aussi pa- 
rallèle à LT, ainsi que ses projections; de sorte qu'il 
suffira, pour les déterminer, de trouver un point de 
chacune d'elles. Or, si l’on mène un plan de pro- 
fil (46) MOM, ses intersections avec les plans donnés 
seront les droites qui, dans l’espace, joindront P et P, 
R et R”. Cela posé, rabattons le plan MOM sur le 
plan horizontal , en le faisant tourner autour de OM, 
sa trace verticale OM se rabattra sur OL, et les points 
P'et R’ de cette droite viendront se placer en Pet en 
R”, de sorte que les traces des plans donnés sur le 
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profil auront pour rabattements PP” et RR”, et par 
conséquent le point A”, où elles se croisent , est le ra 
battement du point où lintersection des deux plans 
donnés perce le plan MOM. Si donc on abaisse A’A 
perpeundiculairement sur OM et qu’on ramène le plan 
auxiliaire à sa position primitive, ce point A” décrira 
un quart de cercle dont A sera le centre et A'A le 
rayon, et ainsi se projettera horizontalement en A et 
verticalement sur OM à une distance de O égale à 
AA. Les parallèles AB et AB’ menées à la ligne de 
terre par À et par A’ résoudront le problème. 

Remarquons qu’au lieu de prendre le plan auxiliaire 
perpendiculaire à la ligne de terre, on aurait pu l’assu- 
jettir à la seule condition de couper les deux plans 
donnés, mais les constructions auraient été beaucoup 
moins simples. | 

22. Enfin il peut arriver que les traces CPet CP”, CR Fig. 9. 
et CR’ des deux plans rencontrent la ligne de terre au 
même point C. Coupez encore les plans donnés par un 
plan de profil que vous rabattrez ensuite sur le plan 
horizontal, en le faisant tourner autour de sa trace sur 
ce plan; vous obtiendrez ainsi les rabattements PP" et 
RR” des traces des plans donnés sur le profil, de sorte 
qu'en ramenaut celui-ci à sa position primitive, le 
point A” où elles se coupent sera projeté en A et en A”, 
Mais les projections de l'intersection doivent évidem- 
ment passer par le point G; donc ces projections sont 


Cd'ét CA’. 


ProrrèmMe VI. 


95. Construire le point d’intersection d’une droite Fig. 10. 
(AB, A°B") avec un plan donne PQR. 

Si , par la droite donnée, nous conduisons un plan 
quelconque, il est clair que le point où elle percera 
le plan PQ R' appartiendra à la trace de ce plan auxi- 
liaire sur le plan donné, et qu'en conséquence les 
projections du point demandé se trouveront à la fois 
sur les projections de cette trace et sur celles de la 


A 


- Fig. 11. 
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droite donnée, de sorte qu'elles seront ainsi déter- 
minées. La première chose à faire est donc de mener 
un plan par la droite (AB, AB). 

Pour plus de simplicité dans les constructions, nous 
prendrons pour plan auxiliaire celui même qui projette 
cette droite horizontalement; AB sera donc sa trace 
horizontale, et BB', perpendiculaire élevée à LT par 
le point B', sera sa trace verticale (G., 481). On 
construira la projection verticale R’D° de l’intersec- 
tion des deux plans PQ R’ et ABR° (48), et le point 
M', où elle rencontrera A°B, sera la projection verti- 
cale du point d’intersection de la droite (AB, A'B) 
avec le plan PQR”, de sorte qu’en abaissant de M la 
perpendiculaire M'M sur LT on déterminera la pro- 
jection horizontale M de ce même point. + 

On obtiendra une vérification si l’on prend pour 
plan auxiliaire le plan qui projette (AB, A’B') verti- 
calement, parce que la projection horizontale de la 
trace de ce plan sur PQR’devra passer par le point M. 

Remarquons que, dans notre figure, la partie(MA, 
M'A’) de la droite (AB, AB") est.tout entière au- 
dessus du plan PQR’, et par conséquent est visible, 
tandis que la partie (MB, M'B°) de la même droite 
est invisible , parce qu'elle est au-dessous de ce plan : 
Voici pourquoi l'une est figurée par un rat plein , et 
que l’autre est ponctuée. 


2/4. Si la droite donnée (A, AB") est perpendicu- 


laire à l’un des plans de projection, au plan hori- 


zontal par exemple, la trace horizontale du plan auxi- 
liaire ne sera assujettie qu'à la seule condition de 
passer par lè point À, et ce qu'il y aura de mieux à 
faire sera de la diriger parallèlement à la trace hori- 
zontale du plan donné; soient done AG et CC’ les 
traces de ce plan : la projection verticale de son inter- 
section avec PQR” sera la parallèle CM’ à la ligne de 
terre (20), de sorte que À et M' sont les deux projections 
du point cherché. 

295. Il est bon de remarquer que cette construction 


D tn LL! 
à à : 
” 
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donne la solution de ce problème : Ætant donnée l'une 
des projections d’un point appartenant à un plan, 
trouver l’autre projection de ce point. On voit, en 
effet, que le point du plan PQR’, qui se projette ho- 
rizontalement en À, est l'intersection même de ce plan 
avec la verticale menée par le point A. 

26. Si la droite donnée était parallèle à la ligne Fig. 12. 
de terre, on construirait encore la projection verticale 
de la droite suivant laquelle le plan PQR' est coupé 
par le plan qui la projette horizontalement (49). 

27. Si le plan donné est perpendiculaire à la ligne 
de terre, ses traces formeront une perpendiculaire à 
LT, et les points où cette perpendiculaire rencontrera 
les projections de (AB, A’B°) seront la réponse à la 
question. 

28. Si l'on veut résoudre le problème du n° 23, Fig. 13. 
en employant un plan auxiliaire quelconque, on ob- 
servera que ses traces n'étant assujetties qu'à la seule 
condition de passer par les traces horizontale et verti- 
cale C et C’ de la droite (AB, AB), on tirera par le 
point C une droite quelconque OGP, et en joignant 
le point C’ avec le point où cette droite rencontre LT, 
on aura les traces d’un plan POR’, qui contiendra la 
droite donnée, puisqu'elle aura deux points dans ce 
plan. On construira donc l'intersection (PD, RD”) de 
ce plan avec le plan PQR', et le point (M, M") com- 
mun à cette droite et à (AB, A’B”) résoudra le pro- 
blème. La droite MM devra être perpendiculaire à 
LT, ce qui fournit une vérification. 


PROBLÈME VII. 


29. D'un point donne (A, A”) abaisser une per- Fig. 14, 
pendiculaire sur un plan donné PQR et trouver la 
longueur de cette perpendiculaire. 

Nous avons vu (G., 482 et 483) que la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'une droite soit perpen- 
diculaire à un plan, c’est que ses projections sur deux 
plans qui se coupent, soient perpendiculaires aux traces 


Fig. 16. 
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du plan donné sur ces plans; ainsi les projections de 
la droite demandée doivent être perpendiculaires à PQ 
t à QR’; mais, parce que cette droite doit être tirée 
par le point (A, A”), ses projections doivent passer par 
celles de ce point : nous les obtiendrons donc en me- 
nant par A et par À” les perpendiculaires respectives 
AB et A’B' sur PQ et sur QR’. 

Pour trouver ensuite la longueur de la partie de 
cette perpendiculaire comprise entre le point (A, A) 
ct le plan PQR, il n’y aura qu'à chercher (23) l'in- 
tersection (M, M) de la droite (AB, A'B) avec ce 
plan, et la question sera ramenéce à trouver la distance 
des deux points (A, A’) et (M, M’). En conséquence , 
on mènera par le point M’ une parallèle à à la ligne de 
terre, on prendra sur cette droite, à partir de AA, 
une distance CM'— AM,cten oigaant AM" on aura 
la longueur demandée (44). 

90. Supposons que les traces PQ, P'Q° du plan 
donné soient parallèles à la ligne de terre, on mènera 
par le point (A, A"), un plan de profil que l’on ra- 
battra ensuite sur le plan horizontal; la trace du plan 
de profil sur le plan donné et le point (A, A") auront 
ainsi pour rabattements la droite PP" et le pointa (46), 
de sorte qu’en abaissant de ce point & la perpendicu- 
laire æm sur cette droite, on aura la longueur de Ja 
perpendiculaire demandée. Pour obtenir la projec- 
tion du pied de cette droite, on ramènera le plan 
auxiliaire à sa position primitive. Dans ce mouvement, 
le point »2 décrira un quadran dont le rayon sera la 
perpendiculaire #7M abaissée de 72 sur l’axe de rota- 
ton, de sorte que le pied de notre perpendiculaire se 
projettera horizontalement en M et verticalement en 
M' à une distance de la ligne de terre égale à #7 M. 


PRro8LÈME VIII. 


51. D'un point donne (C, C”) abaisser une perpen- 
diculaire sur une droite donnée (AB, A'B') et trou- 
ver la longueur de cette per pendiculaire. 


DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE, 399 


Si par le point donné on mène un plan perpendicu- 
laire à la droite donnée (AB, A'B') et qu’on joigne le 
point d’intersection de ce plan et de cette droite avec 
le point (C, C’), on aura évidemment résolu la pre- 
mière partie de la question , et la seconde ne présen- 
tera aucune difficulté (44). 

Il s’agit donc de mener par un point donne (C, C' 
un plan perpendiculaire à une droite donnée (AB, 
AB). 

Les traces du plan inconnu doivent être perpenai- 
culaires aux projections de la droite donnée (G., 482) : 
d'où l’on voit qu'elles seront déterminées si lon peut 
obtenir un point de l’une d'elles, puisqu'elles doivent 
d’ailleurs concourir sur la ligne de terre. Pour y par- 
venir, Je remarque que si l’on mêne par le point (C, C') 
une parallèle à la trace horizontale du plan demandé, 
cette droite sera située dans ce plan, de sorte qu’en 
construisant le point où elle percera le plan vertical, 
on aura un point de la trace verticale du plan cherché. 
Or, les projections de cette droite auxiliaire doivent 
être parallèles à celles de la trace horizontale de notre 
plan, donc en menant par C une perpendiculaire CD 
à AB et par C’ une parallèle C'D' à la ligne de terre, 
on aura ces projections. On cherchera donc la trace 
verticale de (CD , C'D') et en tirant ensuite RDQ et 
PQ perpendiculairement à AB’ et à AB, on aura les 
traces du plan demandé. Il ne restera donc plus qu'à 
construire l'intersection (M, M’) de la droite (AB, 
A'B') avec le plan PQR’, à joindre cette intersection 
avec le point (C, C’) et à trouver la distance de ces 
deux points. 

92. Si la droite donnée (A, A'B") est perpendicu- Fig, 17. 
laire au plan horizontal, le plan qui lui sera mené per- 
pendiculairement par le point (CG, C’) sera horizontal 
et sera par conséquent déterminé par sa trace verti- 
cale (10), laquelle passera par C', puisqu'elle est le 
lieu des projections verticales de tous les points du 
plan; donc (A, M') sera le point d’intersection du 


Fig. 18. 


Fig. 19. 
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plan auxiliaire avec la perpendiculaire demandée; CA 
et C'M' seront donc les projections de cette droite ct. + 
CA en sera la longueur: 


99. Si la droite donnée (AB, AB’) est parallèle à » E 


la ligne de terre, les traces du plan auxiliaire se con- 
fondront avec ‘la droite qui joint les projections du 


point (CG, C), de sorte que CM et C'M seront les # 


projections de la perpendiculaire.demandée ; of pren- 
dra donc M'M"=— CM, et en joignant C M” on aura la 
longueur de cette perpendiculaire. 

3/4. On peut résoudre le problème du n° 3Â par la 
méthode dite des rabattements, dont nous avons déjà 
donné quelques applications et avec laquelle il est 
parent de se familiariser. 

Par le point (C, C') et la droite (AB, AB") con- 
duisons un plan HU ce qui se fera en Joignant ce 
point à la trace horizontale (A, A") de la droite don- 
née, puis en tirant une première droite D'B'Q par les 
LUE verticales de (AC, A'C ) et de (AB, AB), et 
une seconde par les points Q et A. Il est clair alors 
que, en rabattant ce plan sur le plan horizontal, avec 
la droite (AB, A'B') et le point (C, C'),1l n’y aura 
plus aucune difficulté pour abaisser de ce point une 
perpendiculaire sur cette droite. Or, quand le plan 
D'QA tournera autour de sa trace horizontale QR, 
le point B' décrira un arc de cercle dont le plan sera 
perpendiculaire à cette trace, de sorte que ce point 
viendra se rabattre sur la perpendiculaire abaissée de 
B sur AQ. Mais comme le point Q restera immobile, 
sa distance au point B'ne variera pas; donc ce point B' 
se rabattra au point ?, où la perpendiculaire indéfinie 
BE est coupée par larc décrit de Q comme centre 
avec QB' pour rayon; donc le rabattement de fa droite 
donnée est A b, puisqu'elle n’a fait que tourner autour 
de A. Si on prend sur QD une distance Qd= QT)", et 
qu'on joigne À d, on aura de même le rabattement de 
la droite (AD, AD), de sorte qu'en abaissant du 
point C une perpendiculaire sur l'axe de rotation AQ, 


| 
| 


DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 401 


le point c où elle coupera A sera le rabattement du 
point donné (C, C’). Par conséquent , en abaissant cm 
perpendiculairement sur A, on aura la longueur de 
la perpendiculaire demandée. 

Actuellement, pour déterminer la projection de cette 
perpendiculaire nous ramènerons le plan AQD' à sa 
position primitive. Dans ce mouvement, le point 72 dé- 
crira un arc de cercle dont le plan sera perpendiculaire 
à l’axe de rotation AQ, de sorte que, quand il sera re- 
venu à sa position primitive, il se projettera horizon- 
talement sur l'intersection M de AB avec la perpendicu- 
laire abaissée de »2 sur ÂQ. On aura donc la projection 
verticale M” de ce point en tirant la perpendiculaire MM’ 
à la ligue de terre. 

99. Remarquons que la solution que nous venons 
de donner du problème VIIT renferme celle de cet autre 
problème, érouver l'angle forme par les traces d’un 
plan B'Q À, car cet angle est égal à 2Q A. Ainsi, pour 
résoudre ce problème, il faut rabattre le plan donné, en 
le faisant tourner autour de sa trace horizontale, par 
exemple, construire le rabattement d’un point quel- 
conque de la trace verticale, et joindre ce rabattement 
avec le point de la ligne de terre où se joignent les deux 
traces. 


ProBzèmMe IX. 


56. Construire les angles rectilignes correspon- Fig. 20. 
dants aux angles dièdres qu’un plan donné PQR' 
forme avec les plans de projection. 

Il est clair que si nous menons un plan perpendicu- 
laire à PQ l'angle que formeront ses traces sur le plan 
horizontal et sur le plan donné, sera l'angle rectiligne 
correspondant à l'angle dièdre de ces deux plans. La trace 
horizontale de notre plan auxiliaire est une perpendi- 
culaire AO menée à PQ par un point quelconque de 
cette droite (G., 482), et sa trace verticale sera la per- 
pendiculaire A'O élevée au point O sur la ligne de terre. 
Donc, la droite, qui dans espace joindra les points A 


20 


Fig. 21. 


402 NOTIONS ÉLÉMENTAIRES 

et A’ sera la trace de notre plan auxiliaire sur PQR”. 
Cette droite est donc l’hypoténuse d’un triangle rectan- 
gle dont OA et OA sont les deux autres côtés. Pour con- 
struire ce triangle, il w’y aura qu’à le rabattre sur le 
plan vertical, en le faisant tourner autour de OA’; le 
point A décrira l’arc A A”, et en joignant A’A" on ob- 
tiendra l’angle demandé A'A"O. 

On aurait construit le rabattément de notre triangle 
sur le plan horizontal, en élevant sur AO la perpen- 
diculaire OA" = OA et en joignant AA. 

On construira semblablement l’inclinaison OBA ou 
OB'A* du plan PQR sur le plan vertical. 

Si les traces du plan donné étaient parallèles à 
la ligne de terre, le plan auxiliaire deviendrait un plan 
de profil, et les angles demandés seraient ceux du 
triangle formé par les traces de ce plan sur le plan 
donné et sur les plans de projection. 


PROBLÈME X. 


37. Construire l'angle rectiligne correspondant à 
l’angle dièdre formé par deux plans donnes PQR' 
et PSR. 

Si nous menons un plan perpendiculaire à l’inter- 
section des deux plans donnés, ses traces sur ces plans 
et sur le plan horizontal formeront un triangle, dans 
lequel l'angle opposé au côté horizontal sera l’angle 
rectiligne correspondant à l'angle dièdre cherché. Or, 
la trace horizontale de notre plan auxiliaire doit être 
perpendiculaire à la projection horizontale de linter- 
section des deux plans PQR' et PS R': nous construi- 
rons donc cette projection PA , et la perpendiculaire BC 
menée, à cette droite, par l'un quelconque de ses points, 
pourra être considérée comme la base de notre triangle. 
Son sommet, qui est un point de l'intersection des plans 
PQR' et PSR, se projette sur AP, d’où il suit que si 
on le joint au point D, la droite ainsi tracée sera la hau- 
teur de notre triangle (G., 439). Si done nous pouvons 
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déterminer cette hauteur, il n°y aura qu'à la porter sur 
DP, à partir du point D, pour avoir le rabattement du 
sommet, car, dans le mouvement de rotation du plan 
auxiliaire autour de sa trace horizontale BC, ce point 
décrira un arc de cerele qui a le point D pour centre 
et dont le plan est perpendiculaire à BC. Or, la hau- 
teur de notre triangle est la perpendiculaire abaissée 
du point D sur [a droite qui, dans l’espace, ‘oint les 
points P et R”, puisque cette droite, intersection des 
deux plans, est perpendiculaire au plan de ce triangle. 
Mais cette droite est aussi l'hypoténuse d’un triangle 
rectangle dont les deux autres côtés sont PA et AR'; 
en conséquence, je rabats ce triangle sur le plan ver- 
tical, en le faisant tourner autour de R'A ; les points P 
et D viennent ainsi se placer en P” et en D”, de sorte 
qu'en menant D'D" perpendiculairement à R'P° j'au- 
rai la hauteur cherchée. Je prendrai donc D E— D'D", 
et, en joignant EB et EC, je formerai l'angle de- 
mandé A EC. 

Si les traces horizontales des plans donnés sont pa- 
rallèles, il n’y aura rien de changé à la construction 
‘ précédente, sinon que l'hypoténuse R’P' deviendra 
infinie, c’est-à-dire parallèle à la ligne de terre, de 
sorte que la hauteur de notre triangle sera R'A. 

Si les traces PQ et PQ”, RS et R'S" des deux plans Fig. 8. 
sont parallèles à la ligne de terre, le plan auxiliaire 
deviendra un plan de profil MOM'; on le rabattra donc 
sur le plan horizontal, et l'angle PA"R, formé par les 
rabattements PP" et RR” de ses traces sur les deux 
plans donnés, sera l'angle demandé (24). 

938. Si l'on veut menerun plan qui partage en deux Fig, 91. 
parties égales l’angle dièdre formé par les plans PQR 
et PSR', on remarquera que la trace de ce plan bissec- 
teur sur le plan auxiliaire doit partager l’angle que nous 
venons de construire en deux parties égales; donc la 
bissectrice de l'angle BEC sera le rabattement de la 
trace dont il s’agit, de sorte que le plan demandé doit 
passer par le point F, car lorsque l’on ramènera le plan 


Fig. 22. 
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auxiliaire à sa position primitive, la droite EF tournera 
autour de ce pomtF; d'un autre côté, ce plan doit aussi 
passer par le point P; donc PFG est sa trace horizon- 
tale, et par conséquent R’G est sa trace verticale. 


ProBLèME XI. 


99. Construire l'angle de deux droites donnees. 

Nous avons vu (G., 468 ) que lorsque deux droites 
ne se rencontraient pas, on mesurait leur inclinaison 
mutuelle par l'angle formé par l’une d'elles avec une 
parallèle menée par un de ses points à l’autre : nous 
pourrons donc supposer que l’on ait effectué cette 
construction (*), eL nous proposer en conséquence de 
trouver langle formé par les deux droites ( AB, AB) 
et (BC, B'C’) qui se coupent au point(B,B). Si l’on 
joint les traces horizontales À et C de ces deux droi- 
tes, on formera un triangle dont AC sera la base et 
dont langle au sommet (B, B°) sera l’angle cherché. Si 
donc on abaisse la perpendiculaire BD sur sa base, et 
qu'on joigne le point D avec le sommet, on aura la 
hauteur de ce triangle (G., 439); de sorte que si on ra- 
bat le plan de ce triangle sur le plan horizontal, en le 
faisant tourner autour de AC, son sommet viendra se 
placer sur DB, à une distance de D égale à cette hau- 
teur; car il décrira un arc de cercle qui aura pour 
centre le point D et dont le plan sera perpendiculaire 
à AC. Mais cette droite est l’hypoténuse d’un triangle 
rectangle dont BD est la base et B'E la hauteur : ainsi 
nous la déterminerons en prenant sur la ligne de terre 
une distance EF = BD et en joignant B'F. Il ne s’agira 
donc plus que de porter BF de D en 2 sur DB et de 
tirer DA et bC. L’angle À 8C résoudra le problème. 

A0. Si les droites données (AB, A’B°) et (AC, AC”) 


(*) Deux droites ne se coupent pas, lorsque la droite qui 
joint le point d’intersection de leurs projections verticales avec 
le point où se coupent leurs projections horizontales, n’est pas 
perpendiculaire à la ligne de terre (6). 
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se croisaient sur le plan horizontal, on mènerait par 
un point quelconque de lune une parallèle à l’autre, 
et la question serait ramenée à trouver l'angle formé 
par cette parallèle et par la première droite. 

A4. Si l’on suppose que la seconde droite tourne Fig, 93, 
autour du point (B,B°) et tende à devenir parallèle au 
plan horizontal, en conservant la même projection 
horizontale ; sa projection verticale tendra à deve- 
nir parallèle à la ligne de terre, de sorte que le point 
C s’éloignera indéfiniment sur la projection BC, donc 
à la limite, c’est-à-dire quand la seconde droite sera 
parallèle au plan horizontal, la droite AC sera deve- 
nue parallèle à BC, et il est clair, en effet, qu'un plan 
conduit suivant une parallèle au plan horizontal, doit 
couper ce plan suivant une parallèle à cette droite et 
par suite à sa projection horizontale. On mènera donc 
par le point A une parallèle AC” à BC, et on achèvera 
la construction comme précédemment. 


PROBLÈME XIL 


A2. Construire l'angle forme par une droite (AB, Fig. 24. 
AB") avec un plan donné PQR. 

D'un point quelconque (B, B”) de la droite donnée, 
J'abaisse une perpendiculaire (BC, BC”) sur le plan 
PQR' et il est clair que l’angle formé par ces deux 
droites sera le complément de celui que la droite don- 
née forme avec sa projection sur ce plan, c’est-à-dire 
qu'il sera le complément de l’angle demandé (G., 469). 
On construira donc l'angle ADC des droites (AB, 
A'B')et (BC, BC’), et en élevant au point 4 une per- 
pendiculaire G sur A, on obtiendra l'angle de- 
mandé À 0G. 


Pro8zèmMe XIIT. 
A3. Trouver la plus courte distance de deux droi- Fig. 95. 
tes (AB, A'B) et (CD, C'D') gui ne sont pas situées 
dans un mème plan. 
Nous avons démontré au n° 467 de la Géométrie, 


Fig. 25 bis. 
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que cette plus courte distance était la perpendiculaire 
commune aux deux droites données, et que, pour la 
construire , il fallait mener par un point quelconque de 
cd une parallèle cf à la droite «, d’un point quel- 
conque Ÿ de celle-ci abaisser une perpendiculaire bg 
sur le plan fcd; par le pied z de cette perpendi- 
culaire, mener g'é parallèlement à ab et par le point Î 
tirer la parallèle tk à ed. Nous allons donc exécuter 
ces diverses constructions qui, comme on le voit, ne 
sont que des applications de problèmes résolus précé- 
demment. 

On commencera par déterminer les traces (43) de 
la droite (CD, C'D'}); par sa trace verticale, on ti- 
rera la parallèle (CF, C'F) à la droite (AB, A’B'), on 
cherchera la trace horizontale F de cette parallèle, et 
en joignant DFQ et QC’ on aura les traces du plan 
fced. De la trace horizontale B de (AB, A’B'), on 
abaissera a perpendiculaire (BG B'G) sur ce plan 
(S1), puis ayant déterminé le pied (G, G’) de cette 
perpendiculaire (23), on mènera par ce point la” 
parallèle (GI, G’[') à la droite (AB , :A’B'), 
quelle coupera (CD, CD) au point (I, l'), de sorte 
que la droite IE devra être perpendiculaire à la ligne 
de terre, ce qui fournira une vérification de toutes les 
dénétruetions précédentes. On mènera ensuite (IK, 
l'K”) parallèlement à (BG, B'G'), et les projections K 
et K’ du point où elle coupera la droite (A B, AB) de- 
vront encore se trouver sur une perpendiculaire à la 
ligne de terre. Cette droite (IK, l'K') est la perpen- 
diculaire demandée, de sorte que, pour en trouver la 
vraie grandeur, il n’y aura qu'à prendre sur lhorizon- 
tale tirée par le point K” une longueur NM=IK et à 
tirer la droite L'N qui résoudra le problème. 

A4. Remarquons que si les projections des deux 
droites données ne sont point parallèles, et si la droite 
qui joint le point d’intersection de leurs projections 
verticales avec celui où se croisent leurs projections 
horizontales n’est pas perpendiculaire à la ligne de 
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terre, ces deux droites ne seront pas dans un même 


plan (59, (), et G., 459). 
PROBLÈME XIV, 


A5. Étant donnés trois des six éléments d’un triè- 
dre, déterminer les trois autres par une construction 
graphique. 

On distingue dans un trièdre six éléments, savoir: 
ses trois faces et ses trois angles dièdres, de sorte que 
l'énoncé du problème présente six questions à résoudre: 
car on peut donner successivement, 

4° Les trois faces; 

2° Deux faces, et l'angle dièdre compris; 

3° Deux faces, et l’angle dièdre opposé à l’une 
d'elles ; 

4° Une face, et les deux angles dièdres adjacents; 

9° Une face, et deux angles dièdres dont l’un est 
opposé à cette face; 

6° Les trois angles dièdres. 

Or ces six questions peuvent se réduire à trois: car 
si l’on donnait, par exemple, les trois angles dièdres 
A, B, C d’un trièdre (*), les faces du trièdre supplémen- 
taire vaudraient respectivement 180°— A, 480°—B, 
480°—C. Si donc on savait résoudre la première ques- 
tion, on pourrait déterminer les angles dièdres de ce 
trièdre supplémentaire , de sorte qu’en en prenant les 
suppléments, on aurait les faces du trièdre proposé (?). 


(*) Nous conviendrons de représenter par À, B, C, les angles 
dièdres d’un trièdre quelconque, et par à, b, €, les faces opposées 
de ce trièdre, de sorte que a, par exemple, représente la face 
opposée à l'angle dièdre A. 

(2) Remarquons que pour qu’on puisse former un triédre avec 
trois angles dièdres donnés A, B et C, il ne suffit pas que la 
somme de ces trois angles soit comprise entre deux droits et six 
droits (G., 495), il faut encore que la plus grande face du 
trièdre supplémentaire soit plus petite que la somme des deux 
autres, de sorte que si A est le plus petit des trois angles diè- 
dres A,B et C, on devra avoir 180°— A7 180°—1B+180—C, 


Fig. 26. 


108 NOTIONS ÉLÉMENTAIRES 


Ainsi la sixième et la première question se réduisent à 
une seule. Il en est de même de la cinquième et de la 
troisième, amsi que de la quatrième et de la seconde. 
Nous n’aurons donc à nous occuper que des trois pre- 
miers problèmes. 

AG. PREMIÈRE QUESTION. Étant données les trois 
faces a, b, c d’un trièdre, construire les angles recti- 
lignes correspondants à ses angles dièdres. 

Si l'on fait sur un plan D Onque un angle ASB—c, 
et ensuite les deux angles ASC'— b et BSC'=a, on 
pourra regarder ces deux derniers angles comme les 
rabattements des faces à et a sur le plan de la pre- 
mière c. Si donc on prend les deux distances égales 
SC’ et SC”, et qu'on abaisse des points C’ et C” les 
perpendiculaires C'AO et C"BO sur SA et sur SB, 
lorsqu'on aura ramené les angles à et « à leur position 
primitive, les points Cet C” viendront se réunir en un 
seul, que j'appellerai C, et, comme les droites C’A 
et C”B n'auront pas cessé d’être perpendiculaires à S À 
et à SB, elles formeront alors avec AO et BO des an- 
oles CAO et CBO, qui seront les angles rectilignes 
correspondants aux angles dièdres S À et SB. 

Pour construire le premier, j'observe que dans le 
mouvement de rotation de la face à autour de SA, le 
point C décrit ure circonférence qui a pour ee. et 
pour rayon le point À et la droite C’A, et dont le planest 
perpendiculaire à SA (G.,4553). Si donc on fait tour- 
ner ce plan autour de sa trace C'AO, le point C vien- 
dra se rabattre sur le plan ASB, en un certain point 
de la circonférence C'C,. Mais déRe ce mouvement ja 
droite CO, intersection he deux plans CAO et CBO, 
ne cessera pas d’être perpendiculaire (48Æ) sur AO : 
donc elle se rabattra sur la perpendiculaire C,O à AO, 
de sorte que le point C se trouvera alors en C,. L’angle 


ou ce qui revient au même À >(B—HC)—180°, c’est-à-dire que 
? 

le plus petit angle doit surpasser l’exces de la somme des deux 

autres sur deux droits, 
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C,AO est done le rabattement de CAO, et est ainsi 
l’angle rectiligne correspondant à l'angle dièdre S A. 

On verra de la même manière que l'angle C,BO cor- 
respondant à l’angle dièdre SB, s’obtiendra, en joignant 
le point B avec le point C,, intersection de la per- 
pendiculaire élevée au point O sur OB avec la cir- 
conférence décrite du point B comme centre, avec le 
rayon BC”. | 

On aura une vérification de lexactitude des con- 
structions si les deux droites OC, et OC, sont égales. 

Enfin, pour avoir le troisième angle dièdre SC, il 
n'y aura qu'à prendre pour plan de développement 
celui de la face À ou celui de la face &. Mais il sera ex 
général plus simple de concevoir par le point C un 
plan perpendiculaire à la troisième arête SC. Ses traces 
sur les plans des deux faces a et ?, formeront un angle, 
qui sera l'angle rectiligne correspondant à l’angle 
dièdre SC, et leurs rabattements sur le plan de dé- 
veloppement seront les perpendiculaires CD, C’E aux 
droites SC’ et SC”; et, comme dans le mouvement des 
faces & et D, les points D et E sont restés immobiles, 
puisqu'ils se trouvent sur les deux axes de rotation, on 
voit que la droite DE est la trace du plan dont il s’agit 
sur À SB. Si donc on le rabat sur ce dernier, en le fai- 
sant tourner autour de DE, les distances du point C 
aux points D et E resteront égales à C'D et à CE; de 
sorte que le rabattement du point C sera le point y, 
intersection des arcs décrits avec ces rayons : done 
l'angle DE est le troisième angle demandé. 

Remarquons toutefois que si l'angle 2, par exemple, 
était droit ou obtus, la trace du plan perpendiculaire à 
larête SC, sur le plan de cette face, serait parallèle à 
SA, ou ne la rencontrerait que dans son prolongement. 
Dans le premier cas la construction ne serait plus pos- 
sible, et dans le second l'angle DCE pourrait être le 
supplément de l’angle demandé. 

Si la construction est possible, les trois points S, O 
et y doivent se trouver sur une même droite perpen- 


Fig. 27. 
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diculaire à DE, En effet, puisque le plan CDE est 
perpendiculaire à la droite SC, sa trace DE sur ASB 
doit être perpendiculaire à la projection SO de cette 
droite sur ce plan (G., 482). Donc la droite, qui 


joint le point G avec [, est perpendiculaire sur DE 


(G., 439); donc son rabattement I} l’est aussi; donc 
ce rabattement est le prolongement de SOI. 

Le problème que nous venons de résoudre sera tou- 
jours possible si la somme des trois angles &, à, c est 
moindre que quatre droits, et si la plus grande de ces 
trois faces est plus petite que la somme des deux autres 
(G., 504). | 

47. SECONDE QUESTION. Étant donnés deux faces 
b et c, et l'angle dièdre À qu'elles comprennent, de- 
terminer la troisième face et les deux autres angles 
dièdres. 

Cette question se réduit à trouver la troisième face : 
car alors on pourra construire les deux angles dièdres 
inconnus , par le problème précédent. 

Faisons sur un plan quelconque deux angles ASB-=c 
et C'SA— b; on pourra regarder celui-ci comme le rabat- 
tement de la face à sur le plan de ce. Si donc on abaisse 
d’un point quelconque GC’ de SC’ la perpendiculaire 
C'AO sur SA, lorsqu'on aura ramené la face D à sa 
position primitive, la droite C’ A formera avec A O un 
angle qui sera l'angle rectiligne correspondant à l'angle 
dièdre SA. Mais, dans le mouvement de rotation de la 
face à autour de SA, le point qui est rabattu en C’, et 
que nous appellerons C, décrit une circonférence dont 
À est le centre et C’A le rayon : si donc on fait tourner 
son plan autour de sa trace C'AO, le point C viendra 
se rabattre sur le plan ASB, en un certain point de la 
circonférence C G, ; mais, dans son mouvement, l’incli- 
naison de CA sur AO ne changera pas; donc, cette 
droite se rabattra sur la ligne A C,, qui fait, avec AO, 
un angle égal à l'angle rectiligne correspondaut à l’an- 
gle dièdre SA, de sorte que le point G se trouvera alors 
en G,; par conséquent, si l’on abaisse de ce point la 
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perpendiculaire G,O sur AO, le point O sera la pro- 
jection de C sur le plan ASB. Donc, si l’on joint C avec 
le pied de Ja perpendiculaire OB à SB, la droite CB 
sera aussi perpendiculaire à SB; de sorte que, quand 
la troisième face sera rabattue sur le plan ASB, le 
point C se trouvera sur le prolongement de OB; mais 
sa distance au point S, qui appartient à la charnière SB, 

n'aura pas varié; ainsi, ce point sera aussi sur la cir- 
conférence S C’; donc à sera déterminé par leur inter- 

section C”; de sorte que BSC” sera le rabattement de 
la troisième face. 

A8. TROISIÈME QUESTION. Étant donnés deux faces 
a et c, et l'angle dièdre À opposé à la première, dé- 
terminer la troisième face et les deux autres angles 
dièdres. 

Ce problème se réduit encore comme le précédent à 
la détermination de la troisième face à. 

Faisons encore, sur un plan, l'angle ASB —c et Fig. 28. 
BS C’= a; on pourra regarder ce dernier comme le ra- 
battement de la face & sur le plan de c. Cela posé, si on 
conçoit un plan vertical BA” perpendiculaire à S À et 
qu'ayant fait dans ce plan l'angle KA'B, égal à l'angle rec- 
tiligne correspondant à l'angle dièdre donné A, le plan 
conduit suivant les droites AK et SA sera celui même 
de la face inconnue. Si donc on ramène la face à à sa po- 
sition primitive, l’arête SC” viendra se placer dans le 
plan KA°S. Mais, dans ce mouvement, le point C”, 
déterminé par la perpendiculaire BC” à SB, décrira un 
arc de cerele dont le plan sera vertical et aura pour 
trace horizontale la droite C"BA : donc il s'arrêtera sur 
l'intersection de cet arc de cercle avec le plan KAS. 
Mais cette intersection contient évidemment le point K, 
où la verticale élevée en B rencontre A’K, donc cette 
intersection est la droite qui joint ce point K au point 
A, de sorte qu'elle est l'hypoténuse d’un triangle rec- 
tangle dont les deux côtés de langle droit sont BA 
et BK. Nous ferons donc, aux points 3 et A’, deux 
angles, l’un droit et l’autre égal à l'angle rectiligne cor- 
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respondant à l'angle dièdre À, nous rabattronsBK”en BK” 
sur SB,et, en tirant AK”, nous aurons le rabattement 
de l'intersection du plan S A'K avec celui de l'arc de 
cercle décrit par le noint C", de sorte qu'en décrivant 
du centre B la circonférence CM M,, l’un ou l’autre 
des deux points où elle coupera AK” sera le rabatte- 
ment d’un point de l’arête opposée à la face c. 

Actuellement, si l’on fait tourner le plan de la troi- 
sième face autour de SA, comme charnière, pour l’a- 
battre sur le plan ASB, les distances du point C, sup- 
posé rabattu en M, aux points A et S de la charnière, 
ne varieront pas; de sorte que ce point viendra se placer 
au point C', intersection des arcs AM et SC”; donc 
C'SA est la troisième face correspondante au point M. 

On trouverait de la même manière l’angle C;S A 
pour la troisième face correspondante au point M,. 

On voit ainsi que le problème admettra en général 
deux solutions, Cependant, si les deux points de sec- 
tion de la droite À K” avec la circonférence BC” étaient 
situés de part et d'autre du point À , il n’y aurait qu'une 
solution; car, en construisant le édre déterminé par 
le point dé section situé à gauche de A, l'angle dièdre 
dont l’arête est S A, serait le supplément de A. Si la 
droite A K” était tangente à la circonférence, il n'y au- 
rait plus qu'une solition; et il n’y en aurait aucune si 
cette droite et cette circonférence ne se rencontraient 
pas. 

Remarquons que ss l’on ramenait le plan C'MM, à 
sa position primitive, les points M et M, se projette- 
raient en P et en P,; de sorte que la troisième face, en 
venant se rabattre sur le plan ASB, les emportera sur les 
prolongements des perpendiculaires abaïissées de P et 
de P, sur SA; donc, ces perpendiculaires doivent aller 
passer par les points respectifs C’ et C,, ce qui fournit 
une vérification de l'exactitude des constructions. 
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PROBLÈME XV. 


A9. Réduire un angle à l'horizon. 

Dans l’arpentage, on a souvent à construire la pro- 
jection horizontale de l'angle formé par deux droites 
inclinées sur l'horizon, c'est ce que l’on appelle réduire 
un angle à l'horizon. Or, si l’on imagine par leur point 
de concours une verticale, et que l’on mesure les angles 
qu'elle forme avec chacune des deux droites dont il 
s'agit, on aura les trois faces d’un trièdre dont l'angle 
dièdre, qui a pour arête la verticale, a pour angle rec- 
tiligne correspondant la projection horizontale de la 
face opposée, c'est-à-dire de l'angle proposé. Il sera 
donc facile d'obtenir cette projection (46). 

On réduit encore ur angle à l'horizon de la manière 
suivante, qui est fort simple : 


Supposez que SC représente la verticale et S À et Fig. 29. 


SB les deux côtés de l'angle à réduire à l'horizon; tracez 
les trois angles B'SC, CSA, AS B”, respectivement 
égaux aux trois angles observés, et menez la perpendi- 
culaire indéfinie LT à SC; vous pourrez la regarder 
comme la trace d’un plan horizontal sur celui de la face 
verticale CS A. Or, dans le mouvement de rotation des 
deux faces autour des charnières SG et SA, les dis- 
tances des points S, C et A de ces charnières à la trace 
B de la troisième arête sur ce plan n’ont pas varié; 
donc, S B' et B'C sont ces deux premières distances; et 
si, ayant pris SB'=SB", on joint AB”, cette droite 


sera la troisième, car le triangle A SB” est évidem- 


ment égal au triangle ASB (G., 159). Si donc on dé- 
crit des centres C et Afles arcé B'B et B"B, le triangle 
ACB sera égal au triangle formé par les traces des 
faces du trièdre S sur le plan horizontal (G., 467 ); 
de sorte que l'angle B'CB sera égal à la projection 
horizontale de langle observé ASB, et, par consc- 
quent, sera cet angle réduit à l’horizon. 

Si l’une des deux droites, S À par exemple, est ho- 
rizontale, la construction précédente deviendra 1m- 


Fig. 30. 


Fig. 31. 
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possible, Faites encore les angles CSB', CSA et ASB” 


égaux respectivement aux trois angles observés, menez 
toujours le plan horizontal LT, ct la trace horizontale 
de la droite SB sera encore sur l'arc dont le rayon est 
CB’. Cela posé, concevez que du point B, où l’autre côté 
de l’angle à réduire perce le plan horizontal LT, on ait 
abaissé une perpendiculaire sur S À, et vous formerez 
un triangle rectangle que vous construirez en prenant 
SB”—SB' et menant la verticale B’A. Mais si vous 
ramenez ce triangle à sa position primitive, en le fai- 
sant tourner autour de SA, le point B” viendra se 
placer sur le prolongement de la verticale B’A, et par 
conséquent au point B, où elle rencontre l'arc BB°: 
donc l’angle demandé est B'CB. 


PROBLÈME XVI. 

90. Mener un plan tangent à une surface conique, 
par un point donné sur cette surface. 

Nous déterminerons la surface conique proposée en 
nous donnant sa trace horizontale ACBD, que nous 
supposerons ici être une circonférence de cercle, et les 
projections S et S’ de son centre. Cette surface sera 
ainsi complétement déterminée, car nous pourrons con- 
struire telle génératrice que nous voudrons, puisqu'il 
suffira, pour cela, de joindre le sommet avec un point 
quelconque de la courbe A CBD. 

Cela posé, si nous menons du point S deux tangentes 
S A et SB à la circonférence ACBD, et que nous 
concevions deux plans par ces droites et par le som- 
met du cône, ces plans seront tangents à la surface co- 
nique, puisque d’ailleurs ils contiendront respective- 
ment les génératrices qui passent par À et par B 
(G., 527); mais ils sont verticaux, donc les tangentes 
SA et SB seront les limites de la projection horizontale 
de la surface conique; car il est évident que toutes les 
génératrices doivent se projeter entre ces deux li- 


gnes (*). 


(*)Il suit de là que pour un spectateur situé à une distance 
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On verra de la même manière que si nous menons 
à la circonférence AGBD deux tangentes qui soient 
perpendiculaires à la ligne de terre, les projections ver- 
ticales S'C’ et S'D' des génératrices correspondantes 
aux points C et D seront les limites de la projection ver- 
ticale de la surface conique (?). 

Supposons que le point par lequel le plan tangent 
doit être mené soit donné par sa projection horizon- 
tale M ; il s'agira de trouver la projection verticale de ce 
point. Or la génératrice sur laquelle il est situé se pro- 
jette horizontalement suivant SM, donc la trace de 
cette génératrice est le point E ou le point F, donc il 
appartient à la génératrice qui a pour projection ver- 
ticale S'E’ ou S'F"; donc sa projection verticale est le 
point M'ou le point M" (6). Ainsi il y a deux points 
(M,M')et(M, M”), quise projettent horizontalement 
en M. | 

Proposons-nous de mener le plan tangent par le 
premier de ces points. Sa trace horizontale sera la tan- 
gente PQ à la circonférence ACBD, et comme ce 
plan doit contenir la génératrice (SE, S'E’}), sa trace 
verticale sera déterminée, en joignant le point Q au 
point (G, G'), où cette génératrice perce le plan ver- 
tical. 

Si le point (G, G’) sort des limites de l’épure, on 
mènera par le point (M, M) une parallèle (MI, M'T') 
à la trace horizontale du plan tañgent, et en joignant 
le point Q au point [' on aura la trace verticale de ce 
plan, car il doit contenir notre droite auxiliaire. Si le 
point (G, G’) se trouve dans les limites de l’épure, la 
construction précédente fournira une vérification du 
tracé du pian tangent. 


infinie au-dessus du plan horizontal, les génératrices qui abou- 
tissent sur la partie B CA de la circonférence sont seules vésibles. 

(*) Ainsi les génératrices qui aboutiront à la demi-circonfé- 
rence C BD seront énvisibles pour un spectateur placé à une dis- 
tance infinie du plan vertical. | 
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On construira semblablement le plan tangent au 
point (M, M”), et comme les plans PQR et PQR 
renferment chacun une génératrice, ils passeront par 
le point (S, S°), de sorte que les projections de leur 
intersection devront passer l’une par S et l’autre par S, 
ce qui fournira une vérification de toutes les construc- 
tions. 


PROBLÈME X VII. 


O1. Mener un plan tangent à une surface conique, 
par un point donné hors de celte surface. 

Le plan demandé devant contenir une génératrice, 
passera nécessairement par le centre de la surface co- 
nique : donc les traces de la droite qui joindra ce centre 
avec le point donné appartiendront aux deux traces de 
notre plan tangent; mais sa trace horizontale doit être 
tangente à la base du cône, donc elle est déterminée, 


ei par conséquent sa trace verticale l’est aussi. 


ProgzèmMe XVIIL 


52. Mener un plan tangent à une surface conique 
et qui soit parallèle à une droite donnee. 

Comme le plan demandé doit passer par le sommet 
du cône, on voit que la parallèle, menée par ce sommet 
A d 4 °« 

à la droite donnée, sera tout entière dans le plan tan- 
gent, de sorte que les points où elle percera les plans 
de projection appartiendront aux traces horizontale et 
verticale de ce plan ; mais la première de ces traces doit 
A A A 4 
être tangente à la base du cône, donc elle est déter- 
minée, donc la première l’est aussi. 


PROBLÈME XIX. 


DS. Mener un plan tangent à une surface cylin- 
drique, 1° par un point donné sur cette surface (par 
une de ses projections ); 2° par un point donne hors de 
cette surface; 3° parallèlement à une droite donnée. 

Une surface cylindrique pouvant être regardée comme 
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une surface conique dont le centre s’est éloigné indéfi- 
niment, on voit que les solutions du problème actuel ne 
sont que des cas particuliers des problèmes analogues 
que nous venons de résoudre pour la surface conique. 
Nous observerons seulement que, dans le troisième cas, 
la parallèle menée à la droite donnée par le centre de 
la surface conique devenant tout à fait indéterminée, 
il faudra mener par un point de cette droite une paral- 

- lèle aux génératrices de la surface cylindrique, dont la 
direction est une des données de la question ; le plan dé- 
terminé par ces deux droites sera parallèle au plan tan- 
gent (G., 458), de sorte que la trace horizontale de ce 
dernier sera une tangente menée à la base du cylindre 
parallèlement à la trace horizontale du plan auxiliaire. 
Cette trace sera donc déterminée, et par conséquent 
l’autre le sera aussi. 

Nous engageonsles élèves à exécuter les épures des pro- 
blèmes X VII, X VIII et XIX. Ils auront soin de détermi- 
ner d’abord les limites de la projection horizontale et de 
la projection verticale de la surface conique ou cylindri- 
que, ce qui leur fera distinguer les parties de ces sur- 
faces qui seront visibles de celles qui ne le seront pas. 


PROBLÈME XX. 


54. Menerun plan tangent à une surface de révo- Fig. 32. 
lution, par un point donné sur cette surface. 

Nous supposerons, pour plus de simplicité, que l’on 
ait pris, pour plan horizontal, un plan perpendiculaire 
à l'axe de révolution, et nous déterminerons alors la 
surface proposée par la trace horizontale O de cet axe 
et par la projection verticale A'B'C'D de l'intersection 
de cette surface par un plan parallèle au plan vertical, 
projection qui sera égale à cette intersection. Il est évi- 
dent, en effet, que la projection d’un polygone sur 
uu plan parallèle au sien est égale à ce polygone, et 
que cette proposition étant vraie indépendamment de 
la grandeur de ses côtés et de ses angles, elle le sera 
encore lorsque ce polygone dégénérera en une ligue 
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courbe. Menons à la courbe A'B'C'D', que nous sup- 
poserons être une ellipse ('), deux tangentes EB' et FD’ 
perpendiculaires à LT, leurs prolongements seront 
aussi tangents à la circonférence décrite du point O 
comme centre, avec un rayon égal à O’B. Cette circon- 
férence sera la limite de la projection horizontale de la 
surface, de même que A'B'CD' est celle de sa projection 
verticale. 

Cela posé, soit M la projection horizontale du point 
donné. La trace du plan de la courbe méridienne, sur 
laquelle ce point est situé, est donc la droite OM. Sup- 
posons que l’on fasse tourner ce plan autour de l’axe 
jusqu'à ce qu'il soit devenu paralkèle au plan vertical 
de projection, la méridienne se projettera alors sur 


(7) L’eczrPsE est une courbe telle que la somme des distances 

de chacun de ses points à deux points fixes, que l’on appelle ses 

FOYERS, est égale à une même droite, nommée son GRAND AXE. Ainsi, 

Fig. 39 bis. pour décrire une ellipse dont F et F’ seraient les foyers et a le 
grand axe, on tirera par ces deux points une ligne droite sur 

laquelle on prendra, à partir du milieu O de FF", deux dis- 


4 « . # . 
tances OA et O A’ égales à ri et les points À et A’ appartien- 


dront à l’ellipse, Puis des points F et F°, comme centres et avec 
un rayon quelconque AC, mais plus grand que FA, on dé= 
crira quatre arcs de cercle que l’on coupera par quatre autres 
décrits des points respectifs F° et F avec CA’ pour rayon, et 
les quatre points M, M’, M", M”, appartiendront à l’ellipse. En 
répétant cette construction , on trouvera autant de points que 
l’on voudra de cette courbe, de sorte que pour la tracer il 
ne s'agira plus que d’unir tous ces points par un trait continu. 
Si les deux rayons sont égaux à OA, on obtiendra les deux 
points B et B’, et la distance BB s'appellera le petit axe de l’el- 
lipse qui est évidemment symétrique de part et d’autre de ses 
deux axes. 

Pour mener une tangente à l’ellipse au point M, on joindra 
ce point à l’un des foyers F°, par une droite que l’on prolongera 
d’une longueur FD —FM, et on abaissera de M une perpendi- 
culaire MT sur DF. Ce sera la tangente demandée. Il suit de 
cette construction que les tangentes aux points À et A’ sont pa- 
rallèles au petit axe et que les tangentes aux points B et B’ le 
sont au grand, 
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A'BCD', et, comme le point M aura décrit dans ce 
mouvement l’are MN, sa projection verticale devra 
être alors lun des deux points N' ou N”, où A'B'C'D’ 
est rencontrée par la perpendiculaire N N'N” à LT. 
Mais si Fon ramène le méridien à sa position primitive, 
le point cherché décrira un arc de cercle qui, parce que 
son plan sera horizontal, se projettera verticalement 
sur la parallèle menée à LT par le point N’ ou par le 
point N'; donc enfin la projection verticale du point 
cherché sera l’un ou l’autre des deux points M’ ou M”. 
Ainsi il y a deux points (M, M) et (M, M") de la surface 
proposée qui ont le point donné M pour projection ho- 
rizontale. 

Proposons-nous de mener le plan tangent par le 
point (M, M’). Il sera déterminé par les tangentes me- 
nées en ce point à la méridieune et au parallèle sur les- 
quels il est situé. Donc ses traces passeront par les tra- 
ces de ces deux droites. 

Le parallèle ayant la circonférence MN pour pro- 
jection horizontale, sa tangente au point (M, M'}se 
projettera horizontalement suivant la tangente MG à 
cette circonférence(*), el verticalement suivant la 
droite N'M', trace verticale de son plan. Donc elle 
perce le plan vertical au point G. 

Pour construire la tangente à la méridienne au point 
(M, M’), je ramène son plan à être parallèle au plan 
vertical de projection. Le point (M, M') viendra ainsi 
se placer sur (N, N°): la tangente en ce point aura alors 


(*) Si l’on projette sur ur même plan, le plan horizontal par exem- 
ple, une courbe CMB (G., fig. 239), et sa tangente MT, les profec- 
tions de ces deux lignes seront elles-mémes tangentes. Concevons en 
effet que l’on fasse passer par cette courbe et par la tangente un 
cylindre et un plan verticaux, leurs traces AMD et MT sur 
le plan de projection seront la projection de la courbe et de sa 
tangente; mais notre plan vertical étant tangent au cylindre 
(G., 507) doit renfermer la tangente M'T/ mené au point M 
de A°M'B'; cette tangente doit aussi se trouver dans le plan de 
la courbe, donc elle n’est autre que M'T". 
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our projection verticale la tangente N°H° à la courbe 
A'B C'D’, et pour projection horizontale la droite DB, 
de sorte que sa trace horizontale sera actuellement le 
point H. Mais en ramenant notre méridien à sa véri- 
table position, cètte trace H viendra se placer en I, en 
décrivant l'arc HI , de sorte que notre tangenté per- 
çant le plau horizontal en I et passant par (M, M) aura 
MT et MI pour projections. 

Notre plan tangent est maintenant déterminé; car, 
puisqu'il est perpendiculaire au méridien (G., 594), sa 
trace horizontale doit être perpendiculaire à ce plan 
(G., 481). En conséquence, on tirera par le point I 
une perpendiculaire à la trace OI de ce méridien et on 
joindra ensuite le point où elle coupera la figne de 
terre avec le point G”. 

Pour avoir une vérification des constructions précé- 
dentes, il n’y aura qu'à chercher la trace verticale de la 
tangente (MI, M'[") au méridien, et cette trace devra 
se trouver sur la trace verticale du plan tangent. 

Si l’on remarque que les droites N'H° et MF" vont 
concourir sur OO", car, dans son mouvement, la tan- 
gente (NH, N'H”) n’a pas cessé de couper l’axe au 
même point, on verra que le plan tangent doit passer 
par le point (O, K°); d’où il suit que si lon joint le 
point K’ avec le pied P’ de la perpendiculaire abaissée 
sur LT du point P, où DB prolongée coupe la trace ho- 
rizontale du plan tangent, cette droite K’P’ sera la 
projection verticale de lintersection de ce plan par le 
vertical OP, donc elle devra être parallèle à la trace 
verticale du plan tangent, ce qui founira une nou- 
velle vérification. 

Observons enfin que les normales (G., 519), menées 
par tous les points d’un parallèle, vont couper l’axe de 
révolution au même point; car si, dans le plan d’un 
méridien CMD (G:, fig. 233), on mène une perpendi- 
culaire ME à la tangente MT à cette courbe, cette 
droite ME sera la normale à Ja surface au point M 
(G., 479), donc elle sera perpendiculaire sur la tan- 
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gente M V au parallèle MM'Q; mais quand la méri- 
dienne CMD tournera autour de CD, le point M dé- 
erira ce parallèle et la droite ME ne cessera pas d’être 
perpendiculaire aux deux tangentes MT et MV, c’est- 
à-dire d’être normale à la surface de révolution. 


Il suit de là que si par le point N'ou tire la perpen- Fig. 42, 


diculaire N°Q' à la tangente N'H', et que l’on joigne 


 Q'M’, cette droite sera la projection verticale de la 


normale au point (M, M), et par conséquent elle de- 
vra être perpendiculaire à la trace verticale du plan 
tangent (G., 482), ce qui nous donne encore un moyen 
très-simple de vérification. 

En répétant pour le point (M, M”) les constructions 
que nous avons exécutées pour le point (M, M), on 
obtiendra les traces du plan tangent en ce point, et 
la symétrie de la figure montre clairement que le point 
d’intersection des traces verticales des deux plans tan- 
gents, ainsi que ceux où se croiseront les projections 
verticales des tangentes aux points ( (N ,N) et (NN OR 
(M , M') et(M, M") seront situés tous trois sur la droite 
DB. 


PROBLÈME XXI. 


595. Mener un plan tangent à une sphère par une 
droite donnee. 

Si d’un point A (G., fig. 56) on mène une tangente 
AT à une circonférence, puis, que lon fasse tourner 
la figure autour du diamètre AO, il est clair que fa 
droite AT décrira une surface conique circonscrite à la 
sphère engendrée par le demi-cercle BTC; que la 
courbe de Contact sera une circonférence qui aura pour 
centre le pied de la perpendiculaire abaissée de T sur 
AO, pour rayon cette perpendiculaire, et dont le plan 
sera perpendiculaire à AO, On voit, en outre, que tout 
plan tangent à ce cône le sera à la sphère, car il con- 
tiendra deux tangentes à cette dernière surface, savoir: 
uve génératrice du cône et une tangente à la courbe 
de contact, 


Fig. 33. 
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Ces principes établis, nous supposerons que les deux 
plans de projections passent par le centre de la sphère, 
de sorte que le rabattement de la trace verticale de Îa 
surface sphérique coïncidera avec sa trace horizontale. 
Il suffira, pour résoudre le problème, de concevoir un 
cône circonserit à la sphère, et dont le sommet serait 
un point de la droite donnée (AB, A'B B'), et de mener 
par cette droite un plan langent à ce cône. 

Or, si l’on prend la trace horizontale de la droite 
(AB, AB") pour sommet de ce cône, les génératriçes 
horizontales de sa surface seront les tangentes A C et 
AD à la circonférence, de sorte que sa ligne de con- 
tact avec la sphère sera la circonférence décrite sur CD 
comme diamètre dans le plan vertical CD; donc les 
points où les plans demandés toucheront la sphère, se- 
ront deux points de cette circonférence. Si donc on 
fait, pour la trace verticale (B, B°) de la droite donnée, 
la même construction que pour (A; A), on aura une se- 
conde courbe qui devra contenir les points de contact, 
de sorte qu'ils seront ainsi déterminés. 

Pour les obtenir, j observe d’abord que la droite qui 
joint ces points a pour projections horizontale et ver- 
ticale CD et F’E’, de sorte qu’elle perce les plans de 
projection aux points I et G”, or, si je rabats le plan ver- 
tical du cercle CD sur le plan horizontal, en le faisant 
tourner autour de CD, ce point G' viendra se placer 
en G” sur une perpendiculaire à CD et à une distance 
de G égale à GG‘; mais le point I n’aura pas varié, 
donc la corde de contact se trouvera rabattue sur 1G”; 
et, par conséquent, ses extrémités, c’est-à-dire les points 
de contact se trouveront à l'intersection de cette droite 
avec la circonférence CD, c’est-à-dire en 2 eten 2. Pour 
avoir les projections de ces points, je ramène Île plan 
mobile à sa position primitive, et les points 72 et # 
viennent ainsi se projeter horizontalement sur Îles 


pieds M et N des perpendiculaires abaissées dem ét 


de 2 sur l'axe de rotation CD; donc leurs projections 
verticales sont Îles points | M' :h N', où les perpendieu- 
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laires M M’ et NN’ à LT rencontrent E'F', de sorte 
que, pour achever la solution du problème, il n’y aura 
qu’à faire passer des plans par la droite (AB, A'B') et 
par chacun des points (M, M') et (N, N°); mais le plan 
tangent à la sphère étant perpendiculaire sur le rayon 
qui va au point de contact, il sera plus simple de 
construire les projections des rayons menés aux points 
de tangence, et d’abaisser ensuite des points À et B 
des perpendicuiaires respectivement sur leurs projec- 
tions horizontales et sur leurs projections verticales. Il 
aura une vérification, parce que les deux traces de 
chaque plan devront se croiser sur la ligne de terre. 


PROBLÈME XXII. 


BG. Circonscrire un cercle à un triangle donné 
dans l’espace, par les projections de ses sommets 
(A; A), (B, B°), (G, C'). Fig. 34. 

On conduira d’abord un plan PQR’ par ces trois 
points, puis on fera tourner ce planautour de sa trace hori- 
zontale, jusqu’à ce qu’il viennes’appliquer sur le planho- 
rizontal , et on construira ainsi le rabattement abc du 
triangle que les trois points donnés forment dans l’es- 
pace. Pour cela , on abaissera du point D une perpen- 
diculaire sur l’axe de rotation PQ, on la coupera par 
un arc de cercle décrit du point Q comme centre avec 
le rayon QD, et, en joignant Q D”, on aura le rabat- 
tement de la trace verticale de notre plan auxiliaire, 
de sorte qu'en joignant le point D” avec la trace hori- 
zontale E de la droite (BC, B'C’), on obtiendra le 
rabattement de cette droite. On déterminera sembla- 
blement les rabattements F°G et I'H des droites (AC, 
A'C')et (AB, A°B'}), et on’aura une vérification en 
ce que les points & et A, bet B,c et C devront se 
trouver sur des perpendiculaires à PQ. Cela posé, le 
centre o du cercle circonscerit au triangle «bc sera Île 
rabattement de celui que lon demande. Pour déter- 
miner les projections de celui-ci, je ramène le plan 
auxiliaire à sa position primitive, et le point o dé- 
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crira ainsi un are de cercle dont le plan aura pour 
trace horizontale la perpendiculaire oO à PQ, de 
sorte que sa projection horizontale se trouvera sur 
cette droite. Mais, d’un autre côté, si l’on joint Île 
point o au point D, la droite ainsi déterminée aura 
pour trace horizontale le point K, de sorte que ses pro- 
jections seront BK et B'K’ : donc le centre cherché 
aura pour projections O et O’, et pour rayon bo. 


PROBLÈME XXIIT. 


57. Circonscrire une sphère à un tétraèdre donne, 
Ou, ce qui revient au méme, faire passer sa surface 
par quatre points donnés. 

Fig. 35. Nous prendrons pour plan horizontal celui de 
l’une quelconque, ABC par exemple, des faces du té- 
traèdre, et soit (S, S°) le quatrième sommet. Le 
centre de la sphère demandée doit se trouver sur la 
verticale menée par le centre O du cercle qui passe 
par les trois points A, B, CG. D'un autre côté, si l’on 
joint le point (S, S’) à l’un quelconque (B, B') des 
trois autres sommets, la droite ainsi tracée sera une 
corde de la sphère, de sorte que le centre devra se 
trouver sur le plan élevé perpendiculairement à Ja 
droite (BS, B'S°) par son milieu, et, par conséquent, 
on obtiendra ce centre en cherchant l’intersection de 
ce plan avec la verticale tirée par le point O; mais 
comme cette construction serait assez compliquée, on 
observera que si on jointle point (S, S’)au point (D, D’), 
où la circonférence ABC est coupée par le plan mené 
par le premier de ces points parallèlement au plan ver- 
tical de projection, cette droite sera aussi une corde 
de la sphère, mais parallèle au plan vertical de projec- 
tion ; donc le plan perpendiculaire sur son milieu, sera 
perpendiculaire à celui-ci, de sorte que sa trace verti- 
cale sera la perpendiculaire O"E' élevée sur le milieu de 
S'D”. Donc le centre de notre sphère est le point (O, 0”). 
Quant à son rayon, nous l’obtiendrons en prenant GF 
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égal au rayon du cercle ABC, et en joignant O'F, car 
il a pour projections OB et O'B. 


ProgcèimMe XXIV. 


98. Inscrire une sphère dans un tétraèdre. 

Prenons encore pour plan horizontal celui de lune 
quelconque, ABC par exemple, des faces de ce tétraèdre, 
et soit (S, S”) le quatrième sommet ; nous savons que le 
centre de la sphère demandée doit se trouver à l'inter- 
section des plans bissecteurs des trois angles dièdres 
AB, BC et AC (G., 505, 2°), de sorte que ce centre est 
le sommet du tétraèdre déterminé par ces trois plans et 
par le triangle AB C. Il s’agit donc de trouver ce som- 
met, et pour cela de déterminer les directions des trois 
arêtes qui y aboutissent. 

Pour y parvenir, à l’aide de trois plans verticaux 
conduits par le sommet (S,S") perpendiculairement aux 
trois arêtes AB, BC et AC, je construis les angles 
S'D's, S'E’s, S'F's, correspondants aux trois angles 
dièdres AB, BC et AG; puis je partage ces angles chacun 
en deux parties égales par les droites D'A’,E'e’,F'f"; les 
angles que ces dernières droites formeront avec LT se- 
ront égaux à ceux que formeraient, avec la base ABC, 
les faces de la pyramide dont nous cherchons le som- 
met, de sorte que si, par les points D, E et F, on me- 
nait dans les plans verticaux SD, SE et SF des droites 
qui fissent , avec les traces horizontales de ces plans, 
des angles respectivement égaux à d'D's, e E's, f°F's, 
ces droites seraient tracées dans les faces de cette pyra- 
mide. Par conséquent, en construisant les projections 
horizontales des points où ces mêmes droites sont cou- 
pées par un plan horizontal quelconque LT", on aura 
trois points de la section faite par ce plan dans notre 
pyramide inconnue, section dont les côtés sont paral- 
lèles à ceux de la base ABC. Or, la trace verticale de 
ce plan coupe les droïtes D'7', E’e', F'/" respective- 
ment aux points d', e! et f”, desquels j'abaisse sur LT 


Fig. 36. 
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les perpendiculaire d'd, e'e, f'f; je porte ensuite les 
trois distances D'4, L'e, F°/, sur les droites respec- 
tives DS, ES, FS, et les points d, & et o, ainsi déter- 
minés, sont les trois points dont il s’agit. Je mène donc 
par ces points des parallèles aux côtés respectifs AB, 
BC et AC de la base et je forme ainsi la projection ho- 
rizontale abc de l'intersection du tétraèdre cherché 
par le plan horizontal LT", de sorte que les arêtes de 
ce tétraèdre auront, pour projections horizontales, les 
droites À a, BD et Cc; donc leur point de concours O 
sera la projection de son sommet, c’est-à-dire du centre 
de la sphère demandée, 

Pour en avoir la projection verticale O', nous pro- 
jetterons le point & en a’ sur L’T, et, en joignant A'a’, 
nous aurons la projection verticale de l'arrête qui aboutit 
au point À, de sorte qn’en abaissant de O une perpen- 
diculaire sur la ligne de terre, nous obtiendrons le point 
O’, et les cercles décrits des points O et O’ avec le 
rayon OR" seront les deux projections de la surface 


sphérique. 
PROBLÈME XX V. 


59. Construire les points d’intersection d’une 
droite avec une surface conique données. 

Menons un plan par la droite donnée et par le 
centre de la surface conique, et il est clair que les 
points demandés appartiendront aux génératrices sui- 
vant lesquelles ce plan coupera la surface; or, les pieds 
de ces génératrices seront les points où la trace hori- 
zontale de notre plan rencontre celle de la surface; donc 
elles seront déterminées et la question sera remenée à 
construire leurs points d’intersection avec la droite 
donnée. 


PROBLÈME XX VI. 


69. Construire Les points d’intersection d’une droite 
avec la surface d’une sphère données. 
Le plan qui projette notre droite horizontalement 
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coupe la sphère suivant un petit cercle dont les points 
d'intersection avec cette droite sont ceux mêmes que 
l’on cherche. Soient donc (O0, 0") le centre de la Fig. 37. 
sphère et (AB, AB’) la droite donnés. Le dia- 
mètre du petit cercle dont il s’agit sera évidemment 
la corde CD que AB laisse dans le cercle O CD. Si 
donc on rabat le plan vertical AB sur le plan hori- 
zontal , le centre de ce petit cercle viendra se placer 
sur la perpendiculaire O E à une distance de E égale à 
O'F, car il est le pied de la perpendiculaire abaissée 
de (O, 0") sur le vertical AB : donc il sera facile de 
tracer le rabattement de ce cercle, On obtiendra de 
même celui AH de la droite donnée, en construisant les ra- 
battements de deux de ses points. De sorte que met n 
sont les rabattements des deux points demandés. On 
ramènera donc le plan auxiliaire à sa position pri- 
mitive, et on déterminera ainsi leurs projections hori- 
zontales M et N, et par suite leurs projections verticales 
M' et N’. 

On pourrait prendre pour plan auxiliaire celui qui 
serait conduit par la droite donnée et par le centre de la 
sphère, puis construire les rabattements sur le plan 
horizontal du grand cercle suivant lequel il coupe la 
sphère et de la droite donnée, ce qui fera connaître les 
rabattements des points demandés; de sorte qu’en ra- 
menant le plan auxiliaire à sa position primitive, il 
sera facile d'obtenir les projections de ces points. 

Cette construction est moins simple que la précé- 
dente, mais nous engageons cependant les élèves à 
l’exécuter, parce qu’elle offre une nouvelle application 
de la méthode des rabattements. 

GA. Progrèmes À RÉésouDRE. 4° Trouver sur une 
droite donnée un point tel que sa distance à un 
autre point de cette droite soit egale à une droite 
donnée m (AA). 

2 Par un point donné, mener un plan parallèle à 
deux droites donnees (AA et A7). 
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3° Par un point donne, mener une droite qui ren- 
contre deux droites données. Par le point donné et 
chacune des deux droites, conduisez des plans, et leur 
intersection résoudra le problème. 
4° Par un point donne sur le plan vertical, mener 
une droite qui fasse des angles « et B avec les plans 
de projection. 
9° On donne la projection horizontale d'un point 
et sa distance & un plan connu, déterminer la pro- 
jJection verticale de ce paint. — Si, par le point 
cherché, on mène un plan vertical perpendiculaire 
au plan Hu le pied de la perpendiculaire, dont la 
longueur est connue, se trouvera sur l’intersection de 
ces deux plans. 
6° Trouver sur une droite donnee un point dont la 
distance à un point donne soit égale «a une droite 
donnée (34). 
7° Construire un plan qui ait pour trace hortzon- 
tale une droite donnee et qui fasse avec le plan ver- 
tical un angle donne.— Discussion. 
8° Mener un plan qui fasse avec les plans de pro- 
Jection des angles donnés x et B.— Ta solution de ce 
problème est fondée sur ce principe, que les perpendi- 
Fig. 20, culaires abaïssées du point O sur les hypoténuses des 
triangles rectangles O A'A” et OB'A" sont égales, car 
elles ne sont que les rabattements de la perpendicu- 
laire abaissée de ce point sur le plan POR. 
9 Évaluer le volume d’un tél aèdre, connaissant 
les projections de ses quatre sommets (À4, 17 et 29). 
10° Mener par une droite donnee AB (G., fig. 219) 
un plan qui fasse un angle donne k avec un plan 
donné MN. — D'un point quelconque pris sur la 
droite AB, abaissez une perpendiculaire AO sur le 
plan MN, puis du pied de cette perpendiculaire, 
comme centre, décrivez une circonférence dont le rayon 
soit égal au côté adjacent à l’angle À dans un triangie 
rectangle AOC dont lautre côté de l’angle droit se- 
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rait égal à cette perpendiculaire. La tangente menée à 
ce cercle par le point B, où son plan est percé par la 
droite donnée, achèvera de déterminer le plan de- 
mandé. Cette construction s’exécutera par la méthode 
des rabattements. Elle se simplifiera beaucoup si le 
plan donné est l’un des plans de projection. 
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ERRATA. 


Page 15, ligne 10 , BD, lisez DC. 
56, ligne 14 , ajoutez à la marge fig. 48. 
60, descendez fig. 24 de 6 lignes. 
Ibid., descendez fig. 56 de 4 lignes. 
Page 63, ligne 31, au lieu de O"”, lisez 0". 
Ibid., lignes 32 et 38, O0" "lisez 07. 
Page 70, ligne 9, à droite, lisez à gauche. 
72, ligne 26, BI, Lisez BI. 
80, ligne 12, est convexe , lisez convexe est. 
100, Fig. 102, Lisez Fig. (01. 
120, dernière ligne, FBC—F'B/C’, lisez FBG—F’B'G. 
124, ligne 35, a, lisez c. … 
125, dernière ligne, fig. 125, lisez fig. 126. - 
131, ligne 1, ajoutez à la marge fig. 134. — 
133, ligne 31, fig. 136, lisez fig. 137. - 
141, lignes 18 et 26, fig. 100 , lisez fig. 102. 
Ibid, ligne 20,1,B,1',C, Lisez |’, B,1, C. 
Page 158, ligne 34, V/ 2R°—a?, Lisez L/4R°—a*. 
175, ligne 26, n° 353 , lisez n° 355. 
176, ligne 35, 22, lisez “2. 
192, ligne 24, ajoutez : 
Nous venons de dire que cerc. R est Ja limite de A; en eflet, si 
l'on inscrit à ce cercle un polygone semblable au polygone régulier 
qui lui est circonscrit, et que l’on représente respectivement par a, 
pet r l'aire, le périmètre et l’apothème de ce nouveau polygone, 


: ACNE 
on aura a—;pr et par CONSÉQUEnt — .—. Or, nous avons 
Dar 


; P #. ai 
démontré (349) que les rapports ï et Kont pour limite l’unité ; donc 


la limite du second membre de l'équation précédente (note, 63) et 
par conséquent aussi celle du premier est l’unité ; donc la différence 
entre les quantités A et a, et à fortiori celle qui existe entre chacune 
d'elles et l'aire du cercle R, peut être rendue moindre que toute: 
grandeur assignable, donc cette aire est leur limite commune. 
Page 209, dernière ligne, BC, Lisez BG. 

219, lignes 3 et 4, en partie, lisez en cinq parties. 

235 , ligne 12 , de deux points , lisez de tous les points. 

236, ligne 5 , fig. 219, lisez fig. 220. 

249 , ligne 35, à la droite, lisez sur le milieu de la droite, 

200 , ligne 13, S'ABC, lisez SABC", 


. ERRATA. 
Page 262, dernière ligne, SBC, lisez SA B. 
263, ligne 1 , SAB, lisez SBC. 
Ibid., ligne 5, SBC lisez SCD. 
Page 272, ligne 20, supprimez isocèles. 

296, ligne 32, tétraèdres, lisez tétraèdres semblables. 

302 , ligne 16, CF et CF”, lisez CD et C’D’. 

307 , ligne 21 , leurs faces, lisez leurs faces latérales. 

315, ligne 20, AC, lisez AD 

316 , lignes 23 et 25, A’B'D’C’, lisez A'B'K'L’. 

\ Ibid., ajoutez après la ligne 25 : 

et comme on aurait une inégalité analogue pour chacun des fuseaux 
dont se compose la surface courbe du cylindre O06G, il en résulte que 
cette surface est plus grande qu’une surface qui, terminée comme 
elle aux deux mêmes circonférences GB et OK, l’envelopperait en 
tiérement. 

Page 318, ligne 26, AI, Lisez QI. 

328 , ligne 9, /’ et l’, lisez Let l’. 
Tbid.; ligne 19, P*: Pis: Pre’, lisez P':P':;ee". 

Page 334, lignes 4 et 26, C—2rRh, lisez C—7rR°h. 

335 , ligne 19, supprimez la moitié de. 

341, ligne 2, Le produit, lisez le tiers du produir. 

855, ligne 22, tangents à la surface aux points mêmes où son axe la 
perce, lisez perpendiculaires à l’axe aux points mêmes où il perce la 
surface. 

369, ligne 1, CC”, lisez DD”. 

3711 , ligne 35, fig. 242, lisez fig. 108. 

396 , ligne 7, BB’, lisez BR’. 

Ibid., ligne 8 , B’, lisez B. 
Page 404, ligne 32, (AC, A’C'), lisez (BC , B'C’). 

419, ligne 86, supprimez M'T’. 

Ibid., lignes 33 et 37, A'M'P, lisez C'M'B'_ 
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